1 Unidad I. Funciones de varias variables

Definition 1 Cualquier funcion f que tenga como dominio R™ y contradominio
R se denomina funcion de varias variables. El nimero de variables lo

determina n.
f:R" =R

Example 2 La siguientes graficas corresponden a funciones en dos variables
(z,y)

f(z,y) =cosz +siny

[, y) =In(a?® + %)



Example 3 La ecuacion del plano —2x — 4y — 6z +12=0

flay)=2—2y—ix

Example 4 La ecuacion de la esfera x* + y? + z° = 16 de radio 4

fl@,y) = /16 =22 =2, g(a,y) = —/16 —a? — 2



Example 5 La funcion f(x,y) = sinye®

Example 6 La funcion f(z,y) = (£)? — (%)

Paraboloide hiperbélico o la silla de montar



Example 7 La funcion f(z,y) = 2® + y?

2
4y X 4

Paraboloide

Remark 8 Las funciones de 3 variables (o mds) requieren 4 dimensiones (o
mas) para ser graficadas. ;Como graficarias una funcion en 4 dimensiones?
Imposible!



2 Unidad 2. Funciones vectoriales

Una trayectoria en R™ es una funcién o : [a,b] — R™. Si o es diferenciable,
decimos que o es una trayectoria diferenciable. Los puntos o(t =a) y o(t =b)
se denominan extremos de la trayectoria. La imagen de o se llama curva de o.

AZ

o(t) = o(x(t), (1), 2(1))

o(b)

o(a)

<y

1. Considerando la trayectoria como un punto en movimiento, la derivada de
la trayectoria describirfa la velocidad del punto al instante ¢

Andlogamente, la derivada de la velocidad describiria la aceleracion que
padece el punto al instante ¢

o' (t+ At) — o' (1)

At—0 At =oa(z"(t),y"(y),2"(t)

Example 9 Considere la trayectoria o(t) = cos #i+sin tj. Obtener la velocidad
o'(t) y la aceleracion " (t) ent = §. Grafique.

velocidad
o'(t) = —sinfi+costj
T . T T 2 2
o'(-=) = —sin—i+cos—j=—-0.70711i+ 0.70711j =
4 4 4
aceleracion
o’(t) = —costi—sintj
a’(%) = —cos %?— sin %}: —0.707111 — 0.70711j =

o~
.

Example 10 Considere la trayectoria o(t) = i+ t?j. Obtener la velocidad
o'(t) y la aceleracion o”(t) en t = 2. Grafique.



Velocidad
y \ tangencial

Aceleracién
centripeta

o (p/4)

Figure 1: Trayectoria circular de radio 1

Tratectoria parabdlica

velocidad
ot) = i+24
o'(2) = i+4j
aceleracion
o'(t) = 2j
c"(2) = 2

Tarea. Obten la velocidad y aceleracion de las siguientes trayectorias al ¢ indi-
cado.



—~ ~

1. La trayectoria o (t) = (¢t —sint)i+ (1 — cost)j describe la posicién de un
punto sobre un circulo (r = 1) en rodamiento. Obtener la velocidad o’ (t)
y la aceleracién o”(t) en t = 2. La curva se denomina cicloide.

Trayectoria Cicloide

2. Considere la trayectoria o(t) = cos #i + sintj + tk denominada "hélice

circular". Obtener la velocidad o/(t) y la aceleracién o (t) en t = 2%

T
Grafique

Trayectoria Hélice Circular

2.1 Longitud de arco

Sea o : [a,b] — R"™ una trayectoria. La longitud de o estd definida como

b
() :/ o7 (1)] dt



Example 11 Calcular la longitud de o (t) = 4 cos #i + 4sin t} de 0 <t <2

o'(t) = —4sinti+4cost]
lo’(t)] = +/(—4sint)2 + (4cost)? =4

la longitud de la trayectoria, que corresponde con la circunferencia de radio
4, es

2w
I(o) :/ Adt = 8
0

Example 12 Calcular la longitud de o(t) = cos fi+sintj+tk de0<t< on

o'(t) = —sinfi+costj+k
lo’/(t)] = +/(—sint)? + (cost)? +12 =2

la longitud de la trayectoria, es

9
4

1(0):/ ﬁdt:%ﬁw:9.9965
0

Tarea Calcular la longitud de las siguientes trayectorias

1. Calcular la longitud de o (t) = cos 2fi + sin 2¢j + v/5tk de 0 < ¢ < 4x

o~ o~

2. Calcular la longitud de o(t) = (t —sint)i+ (1 —cost)j de 0 <t < 4rw

2.2 Ecuacién paramétrica de la linea recta

Sea el vector a que describe el punto (as,ay,a,) por donde pasa la linea 1(¢)
con direccién n

A z
mn
n s
a Z I(t) =a+tn
y

X

Ecuacién paramétrica de la recta

la ecuacion paramétrica de la recta es

1¢) =a+tn



Example 13 Encontrar la ecuacion paramétrica de la recta 1(t)que pasa por el
punto (2,3, —4) con direccion n = 3i—5j+ 6k. (Obsérvese que a = 2i+ 3j—4k)
n = 0.35857i — 0.59761j + 0.71714k

1(t) = a+tn=2i+3j— 4k + £(0.358 571 — 0.597 61j + 0.717 14k)
= (240.35857t)i+ (3 — 0.59761¢)j + (—4 + 0.717 14k
Example 14 Encontrar la ecuacion paramétrica de la recta normal m(t) al
plano formado por a y 0 y que pasa por (2,3, —4)

i k R . N
u=nxa=|3 -5 6 |=2i+24j+19k
2 3 —4
= 6.5198 x 10~2i + 0.782 37] + 0.619 38k
m(t) = a-+ti=2i+3j—4k+¢(6.5198 x 10771 + 0.78237j + 0.619 38k)

= (246.5198 x 1072¢)i + (3 4 0.782371)j + (—4 + 0.619 38t)k

Example 15 Hallar la ecuacion paramétrica de la recta p(t) mutuamente per-
pendicular a 1(t) y m(t) y que pasa por (2,3, —4)

A~ I~

i J k - -
W=fxd=| 035857  —0.59761 0.71714| = —0.93122i—0.17533j+
6.5198 x 102 0.78237  0.61938
0.319 50k
p(t) = a+tw =2i+3j— 4k + ¢(—0.93122i — 0.175 33j + 0.319 50k)

~ o~ ~

= (2-0.93122t)i+ (3 — 0.17533t)j + (—4 + 0.31950t)k

p(t)

I(t)

a m(t)

/
<w

X

Determinacion de un sistema cartesiano con tres rectas mutuamente
perpendiculares

Remark 16 Obsérvese que el conjunto de las tres rectas determinan un sistema
cartesiano cuyo origen (2,3 —4) es el punto que senala el vector a = 2i+ 3j—4k.

Tarea Obtenga un sistema cartesiano andlogo al del ejercicio anterior que
tenga como origen (—1,3,6) donde uno de los ejes esté en la diteccién
n=—-4i+5j—k



2.3 Ecuacién del plano

Sea el vector a que describe el punto (ag, ay,a,) por donde pasa un plano, n
un vector normal unitario a este y r = zi + yj + zk el vector de posicién de
cualquier punto sobre el plano

<v

Ecuacién del plano
la ecuacién paramétrica del plano resulta
n-(r—a)=0

Example 17 Determinar la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,—2,3)
y normal al vector n = —3/i\+jj\—|— 1k

a=1i-2j+3k R R

n=-0.58835i+ 0.196 12j + 0.784 47k

0=n-(r—a)=0.19612y — 0.58835z 4 0.784 47z — 1.3728

Por lo tanto, la ecuacion del plano resulta

0.196 12y — 0.588 35z 4 0.784 47z — 1.3728 =0

Grdfica del plano

Example 18 Determinar la ecuacion del plano mormal al plano del ejemplo
anterior que contiene a los puntos (1,—2,3) y (1,0,2.5).

Primeramente observamos que (1,0,2.5) estd sobre el plano del ejemplo an-
terior (plano I)

0.196 12(0) — 0.588 35(1) + 0.78447(2.5) — 1.3728 = 0

10



~

y como (1,—2,3) también lo estd, entonces el vector w = (1 — 1)i + (-2 —
0)j + (3—2.5)k es perpendicular a n. Asi

W = 0i — 0.97012j + 0.242 53k

i i k R ~ _
Uu=wxn= 0 —0.97012 0.24253| = —0.808 60i—0.14269j—0.570 77k
—0.58835 0.19612  0.78447

La ecuacion del plano II, normal al plano I es

0 = W (r—a)=(—0.80860i —0.14269j — 0.570 77k) - (xi + yj + 2k — (i — 2j + 3k))
2.2357 — 0.1426y — 0.57077z — 0.8086z

Example 19 Determinar la ecuacion del plano mutuamente normal a los planos
de los ejemplos anteriores y que pasa por (1,—2,3)

Por la geometria del problema el vector W es el vector unitario normal al
plano III, por lo que su ecuacion resulta

0 = w-(r—a)=(0i—0.97012j + 0.24253K) - (i + yj + 2k — (i — 2j + 3k))
= 0.24253z —0.970 12y — 2.6678

Por 4ltimo, para corroborar la correspondencia de las ecuaciones con cada
uno de los planos se resulve el sistema lineal resultante

Grifica de tres planos mutuamente perpendiculares

0.196 12y — 0.588 35z 4+ 0.78447z — 1.3728 =
0.1543y — 0.77152z — 0.617212 + 2.9318 =
0.242532 — 0.97012y — 2.6678 = 0

esto es, [t =1.0001,y = —2.0000, z = 3.0] que es el dnico punto donde se
intersectan los tres planos.

Tarea

11



1. Determinar la ecuacién del plano que pasa por el punto (5,2, —1) y normal
al vector n = —i+ 3j — 2k
A—__l34 3% 271
n=——=it+Jaj \/ﬁk
Ecuacién del plano 1

3 1 1 3
ﬁ\/ﬂy—ﬁ\/ﬂx—?vl4z—ﬁ\/l>—0

2. Determinar dos puntos que estén sobre el plano 1 y obtener la ecuacién
de otros dos planos mutuamente perpendiculares (o normales) al primero
(véase ejemplo anterior).

el punto (2, 3,2) estd sobre el plano 1, lo mismo que el vector w
w = (5-2)i+(2-3)j+(-1-2k=3i—j—3k
N 3~ 1 - 3 =~
= i— j— k
V19 V197 V19

de este modo la ecuacién del plano 2 resulta

3 1 3 16
2 V192 — —V19y — =192 — —+/19 =
T5 V197 — V19 — 5 V192 19\/3 0

ahora, el vector mutuamente normal a ny a w es

I 11 9 4 R
_ = JTAVIO — —VTAVIG] — —— 14V 10k
U=n XW= o6 M= 566 9= 133 )

asi, la ecuacién del plano 3 queda determinada, resultando un sistema
lineal de ecuaciones 3 x 3

3 1 1 3

3 1 3 16

65 11 9 4

cuya solucién es (5,2, —1), que es la punta del vector a.

Griéfica de tres planos mutuamente perpendiculares

12



al resolver el sistema lineal 3 x 3
i\/14 —i\/14x—1\/14z—3\/14 =0
(VRS AV 7 14 -
3 1 3 16
2 V102 — —V19y — —v/192 — —V19 =
1o V197 = g V19 = gg V192 = 7 viI9 0

65 11 9 4
20 JTAVI9 — —14V/197 — ——/14V10y — ——/14V/192 =
266 266 %= 566 W= 153 ) 0

obtenemos [x =5,y = 2,z = —1] que es la punta del vector a.

Tarea Obtener la un sistema de tres planos mutuamente perpendiculares que
intersecten en el punto (1,1,1) donde uno de ellos tiene al vector n =

i+j+k

2.4 Campos vectoriales

Definition 20 Un campo vectorial en R™ es una funcion vectorial F : A C
R™ — R™ que asigna a cada punto de A un vector F

Example 21 Graficar el campo vectorial F(x,y) = —gﬁ—l— xj

Campo vectorial en 2D

-~ o~

3 3
(@2 +2)F (a2 yte?)d

Example 22 Graficar el campo vectorial F(x,y, z) =

~

-z
(a2+y2+22)3

13



Campo vectorial en 3D

2.5 Integral de linea

Trabajo realizado por un campo vectorial F' sobre la trayactoria o (t)

Definition 23 FEl trabajo realizado por una fuerza sobre un elemento de de-

splazamiento es
dW =F -dr

Sobre una trayectoria o, el trabajo realizado por un campo de fuerzas estd
dado por la integral de linea

W:/F-dr

o bien

W= [F((t),y(t), 2(8)) - o' (1)t

Example 24 Dado el campo vectorial F(z,y,z) = (2x2+y)?—|— 7y$3j]'\+ mzﬂ, cal-
cular el trabajo W = F(x(t),y(t), z(t)) - o’ (t)dt entre 1 <t < 3 si la trayectoria
es o(t) = ti+ 26§ + (t° — 2t)k.

Solucion:

Por la componentes de la trayectoria

t
= 2
z = t3-92t

la velocidad es A ~
o'(t)=i+2j+ (3t - 2)k

14



parametrizando el campo

F(z(t),y(t), 2(t)) = (262 +20)i + 7(2t)(£)%] + t(¢* — 20)k
= (262 4 20)i+ 14655 + (t* — 260k

realizando el producto punto

F(z(t),y(t),z() - o' (t) = ((2t% +20)i+ 14t%] + (t* — 262)k) - (i + 2j + (3t2 — 2)k)
3t0 + 20t* + 6% + 2t

finalmente la integral de linea resulta

W= [(3t° + 20" + 612 + 2t)dt
1
|

Tarea Obtener las siguientes integrales de linea

1. Calcula la integral de linea del campo vectorial F(z, y, z) = (z+y)i+ (y —
7)j + zk a lo largo de la trayectoria descrita por o(t) = t?i + 2tj + 4t3k
entre 1 <t <3

2. Se tiene un campo de fuerza en el espacio F(x,y, z) = Tityj+ (xz— y)ﬂ
Calcula el trabajo hecho por esta fuerza cuando se mueve una particula
del punto (0,0,0) al punto (1,2,4) a lo largo del segmento de linea que
une los dos puntos.

3. Dado el campo vectorial F(z,y, z) = xyz/i\félyx.]?f%zﬁ, calcular [F(z(t),y(t), z(t))-
o' (t)dt entre 3 <t < 6 si la la trayectorial es o (t) = i+%5 + (% + 1)E

4. Calcula la integral de linea del campo vectorial F(z,y, z) = (2z — y)i —
62j+ 2%k a lo largo de la trayectoria descrita por o (t) = ti+2t%j —k entre
3<t<6

5. Se tiene un campo de fuerza en el espacio F(z,y, z) = —7i+ xy3+ 22k.
Calcula el trabajo hecho por esta fuerza cuando se mueve una particula
del punto (3,4, 7) al punto (4, —2,1) a lo largo del segmento de linea que
une los dos puntos.Unidad 2. Funciones vectoriales

15



3 Unidad III. Calculo diferencial de varias vari-
ables

3.1 Operadores diferenciales
Gradiente

Definition 25 Sea f(x,y,z). El gradiente se define como el vector

Vf= %A'F %A-‘r ?

Remark 26 Fl gradiente de una funcién es un vector que apunta en la direccion
de mdzimo crecimiento de la funcion.

Laplaciano
Definition 27 Sea f(x,y,z). El laplaciano se define

i
2 —_— —_— —_—
Vii=gzt a2 o2

Diferencial
Definition 28 Sea f(x,y,z). La diferencial se define

9 4o+ W gy 4 9 g

i = Ox Oy 0z

Derivada direccional

Definition 29 Sea f(z,y,z). La derivada direccional respecto al vector

unitario N se define
Vf-n

Example 30 Encuentra Vf, V2f y df (gradiente, laplaciano y diferencial,
respectivamente) de las siguientes funciones

1. f(z,y,2) = sin?(4zyz — 32)

respecto a x

g = g sin?(4zyz — 32) = —8yz cos (3z — 4xyz) sin (32 — 4xyz)
Xz T

2 2

gm]; = 88 5 sin 2(4zyz — 32) = 32y*2% cos (62 — Szyz)

se emplea el hecho de que 2 cosz sinx = sin 2x. Respecto a y

9] 0

a—g = 5 sin®(dayz — 32) = —8xz cos (32 — dayz) sin (32 — dwyz)
02 02

TyJ; = 6y2 sin?(4xyz — 32) = 322%2% cos (62 — 8xy2)

16



respecto a z

? = 82 sin®(4zyz — 3z) = —2 (dzy — 3) cos (32 — 4ayz) sin (32 — 4zyz2)
2 2

2 2

gz]; = 8822 sin®(4zyz — 32) = 2 (4zy — 3)° cos (62 — 8zyz2)

el gradiente resulta

Vf = —8yzcos(3z—4xyz)sin(3z — 4xyz)/i\— 8xz cos (3z — dxyz) sin (32 — 4zyz)jj\

—2 (4dzy — 3) cos (3z — 4zyz) sin (3z — dayz) k
= cos(3z — dzyz)sin (3z — 4zyz) (78yz?f 8x2j — 2 (4xy — 3) E)

el laplaciano es

V2 = 32y%2%cos (62 — 8zyz) + 32a%2% cos (62 — 8zyz) + 2 (4xy — 3)° cos (62 — 8xyz)
= 2(cos (6z — 8zyz)) (162°y” + 162°2% — 24ay + 16y°2> + 9)

por tltimo, la diferencial

df = —8yzcos(3z —4xyz)sin (3z — dxyz) dx — 8xz cos (3z — dxyz) sin (3z — 4ayz) dy
—2 (4xy — 3) cos (3z — dzyz) sin (3z — 4dayz) dz
= cos(3z — 4zyz)sin (3z — dzyz) (—8yzdx — 8zzdy — 2 (4dzy — 3) dz)

. fla,y,2) = (2zy®—v/2)°

dxz

respecto a ©

of 0 (2ay® —V2)?  —z+44a?y!
dr Oz 4z N 422

i N e
022~ 912 dxz T 293

respecto a y

of 9 2z —V2)? Ly 2
dy Oy 4az =2 (\f 2y )
o f 0? (2zy? — /2)? 2
2 @TZfZ(\[fﬁxyz)
respecto a z
of 9 (2zy? —/2)?  1y?
9z @Tziﬁ(ﬁ_%qﬂ
>’f & (2zy* — /2)? y
922 @T:_Z?(Z)’f—&mﬁ)



el gradiente resulta

—z + dx?yts

y + 1y -
Vf= 127, 1—2;(\f—Qxyz)J—&—?z—z(\f—meQ)k

el laplaciano es

Vif = 1z (Vz — 6zy?) — 1y (3v/z — 8zy?)
223 2z 4 23
por tltimo, la diferencial

2

_ 2,4
R A 2Y (v - 20y?) dy + %Z—Q (Vz —2ay”) dz

df = 42z
- fz,y) = a?e 2 HVY

respecto a x

2 2
respecto a y
2
5 = ) = e
Y Y Y
o0 f 0% 5 _ons 1 22 ,
- = “2rhVY) = 22 VY2 -
dy? dy? (7 ) 1y5° V-1
el gradiente resulta
Vf = —2zeV¥ 2 (m—l)?—klm—zeﬂ*h}\
2V
1 z
= zeVVX(2(z—-1)i+ =—]j
(26 -1+ 572

el laplaciano es

1 2
V2 o= 2eVT2 (222 —da 4 1) + zz%eﬁ—% (Vi —1)
1 2
— e\/§—2x(2 (2x2 — 4z + 1) + zy—% (\/ﬂ — 1))

por tltimo, la diferencial

1 22
df = —2zeVV ™% (z—1)dx+ =——=eV¥V 2%dy
W

1z
= 2eV¥V2(2(zx—1)dz+ = ——dy
(20— 1)de + 5 ody)

18



4>
2x—yz

4. Calcule la derivada direccional de la funcién f(z,y, z) = en el punto

(1,—1,3) en la direccién n =3i+2j-k.

respecto a x
of 0 4a?  8z(z—yz)

%_%21‘—342 (Qx—y,z)2

respecto a y
of 0 422 4222

oy N 2w —yz (22 — yz)?

respecto a z
af 0 4a? dz%y

5:%231—:%2 - (2z7y2)2

el gradiente resulta

_ 8x(x —yz)» 4222 ~ 4x2y &

R L T et R S

evaluado en el punto (1,—1,3)

320 12 4o
Vi1, -1.3) = i+ o - ok

la derivada direccional resulta

~ 62
1,-1,3) n=-—v14=1.32
Vf(1,-1,3)-n 75 3256

5. Una mosca vuela dentro de una habitacién donde la temperatura ambiente
no es constante y se describe por la funcién T'(z,y, z) = —2xy(1—42y)?. Si
la mosca, situada en la esquina de una silla con posicién (2,3, 1), empieza
a padecer "frio" (descenso en su temperatura corporal) jen qué direccién
debe volar para calentarse mds rdpidamente?

solucion:

Obteniendo el gradiente de T(z,y, 2) = —2zy(1 — 4zy)?
V= -2y (dyz —1)°i - 2z (48y%22 — 16yz + 1) j — 162y (4yz — Dk
evaluado en la posicion de la mosca (2,3,1), obtenemos la direccion de

crecimiento mazrimo de la funcidn en ese punto, que es la ruta que debe
sequir la mosca para calentarse mds rdapidamente.

V£(2,3,1) = —1540i — 3168j — 726k

Tarea

19



1. De las siguientes funciones obtener los operadores gradiente, laplaciano y
diferencial

(@) f(z,y,2) = +y—|—1—z
(b) f(.%‘, 72) \/ﬁ

(c) f(z,y,2) = e™¥?

(d) f(z,y,2) = ln\/m
(e) f(x,y,2) =e*sinxy

(1) f(ey.2) = ¢;§f

(g) f(m,y,z): —y? +y

2. Obtener la derivada direccional de las siguientes funciones en el punto
(1,2,—3) en la direccién n = — i+ 3j + 4k

(a) f(z,y,2) = oo
(b) f(z,y,z) = zsin(x? — 3xy)

3. Un globo meteorolégico se encuentra en una regién de la atmdsfera sujeto
a una presion dada por

1
P(z,y,z)=e *+—+ze ¥
x

si puntualmente se localiza en (3, —2,5), encontrar la direccién en la cual
el globo debe desplazarse para registrar un incremento de presién mads
rapidamente.

4. Un ingeniero egresado de la UPVM propone un modelo matemético para
el célculo de las utilidades de su empresa durante el presente ano por la

funcion
2z
S(e.y.2) = \/ 5 og
@95 = 7

las variables corresponden a parametros cuantificables de la calidad en
el servicio (x), inversiones a corto plazo para el mejoramiento de la
magquinaria (y)y a pardmetros de publicidad y mercadotecnia de su com-
panda (z). Su empresa se encuentra en un periodo de recesiéon con ubi-
cacién (4,3,1) y nada, sélo su habilidad para el cdlculo vectorial, salvard a
la empresa de la bancarrota. ;En qué direccién debe tomar sus decisiones
para lograr las utilidades 6ptimas?

20



4 Unidad IV. Aplicaciones del cdlculo diferen-
cial de varias variables

21



5 Unidad V. Integracién mauiltiple
5.1 Integrales dobles

Sea f(z,y) una funcién definida en una regién rectangular R donde a < x <
b, ¢ < y < d. La integral doble sobre R se define

/a b / ) dyde

obsérvandose para las funciones que cumplen con el teorema de Fubini

/ab /cdf(x,y)dydxz/cd /:f(x,y)dxdy

Geométricamente la integral doble, para f(x,y) > 0, representa el volumen
del sélido con base rectangular Ry altura f(z,y) (volumen de un panqué, con
base rectangular)

f(xy)

)

RN

N

<

[}

1

N

b

[«
<

Cc
Integral doble representa el volumen del panqué

Example 31 Calcular la siguiente integral doble

3 4
/ / (32% 4 /y)dzdy = 15v3 — 10V/2 + 63 = 74.839
2 1

cambiando el orden de integracion

4 3
/ / (32% 4 /y)dydz = 15v/3 — 10V/2 + 63 = 74.839
1 J2
Tarea Calcular las siguientes integrales dobles

1. f;’ ff 3dxdy
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. ffz f; xdxdy

. f24 fEQ ydzdy

f_ol fol 2zydxdy

J2 J7 (22 + dy)dady
f_51 f37(x + 2y)3dzdy
f; f36 sin(z + 4y)dxdy
f12 f; x cos(2z — y)dxdy
2 J2 e sy

fol fol e® sin ydxdy

) fol 01 22yedzdy

12. f23 f23 mdxdy

© ® N e o e wow

—_ =
= O

5.2 Integrales dobles sobre regiones mds generales

Sea f(z,y) una funcién definida en una regién R delimitada por a < z < by

#1(z) <y < ¢o()

Volumen de un panqué rebanado curvamente a los costados

la integral doble sobre esta regién se define

b ¢2($)
/ /() f(z,y)dydz

significando geométricamente, como antes, el volumen del sélido con base R
y altura f(x,y). Andlogamente, sea f(z,y) una funcién definida en una regién
R delimitada por ¢ < y < d y ¥, (z) < x < ¥y(x)
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Volumen de un panqué rebanado curvamente enfrente y atréds

la integral doble sobre esta regién se define

/ / fz,y)dzdy

significando geométricamente, como antes, el volumen del sélido con base R
y altura f(x,y).

Example 32 Integrar la funcion f(z,y) = 3y + cosx en la region

¥

6300 = 0 " 0)

Empleando f f¢2 f (x,y)dydz

1 1
= - —7° —1=1.8226
/ / 3y + cos x)dydx 7r—|— 7687T
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Por otro lado, si empleamos f f%(y f(z,y)dzdy

/ / + )dzd *1 —|——1 -1
cos =
23y x)dzdy = 5T+ mes™

Example 33 Integrar fl fonm(x — V1 + e2vdydx

Observamos que en el en orden establecido mo es posible realizar la inte-
gracion analiticamente. Procediendo de forma alterna observamos que ¢ =
O, d= 1112, 1/’1(11) = €y,1/12(y) = 27 por lo que

In2 2
1 1 1 1
/ /(:cfl)\/lJrerdxdy = f\f**\fffln(\f?+1>+fln(\/5+2>
0 Ju 6 6 2 2
= 041811

Tarea Realizar las siguientes integrales dobles

1. ff 021 xyidydz

2. f04 Iy dzdy

3. f04 I V9 + y2dzdy (invierta el orden de integracion)
a1 Edady

5. f14 sz v Zdzdy

6. fol [i2(z +y)2dydzx (invierta el orden de integracion)
7. f03 Jy ?e™vdydx

8. f Jy sin(4z — y)dyda

9. f; foy sin £ dzdy
10. f04 f\Q/E sin my3dydz (invierta el orden de integracion)

11. fol fyl e dady (invierta el orden de integracion)
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5.3 Integrales triples

Sea f(x,y, z) funcién continua en la region del espacio limitado por el paralelepipedo
de dimenciones (b—a) x (d—c¢) X (f —e)

w4

f(xy,2)

Podemos definir la integral triple en esta regién como

/ef /Cd /ab f(z,y, z)dzdydz

de acuerdo con el teorema de Fubini, si f(z,y, z) es continua en la regién B,
entonces podemos permutar el orden de combinacién por ejemplo

/ef /Cd/abf(x,y,z)dxdydz:/Cd/ef/abf(x,y,z)dmdzdy:/cd/ab/eff(:c,y,z)dzdxdy

De acuerdo con la definicién de densidad p = $+ (o bien pV' = m), entonces

p(x,y, z)dzdydz representa la masa de la sustancia considerada en el volumen
infinitesimal dV = dxdydz.

Example 34 Sea p(x,vy,2) = 2%siny+z la funcion de densidad de un gas. De-
terminar la masa contenida en un paralelepipedo con dimensiones determinadas
pora=1,b=4,c=1,d=6,e=1,f=2

solucion

fopd b 2 6 p4
/ / / p(x,y, z)dedydz = / / / (2% siny + x)dzdydz = 34.561
e c a 1 1 1

Tarea Sea p(z,y, z) la funcién de densidad de una masa no homogénea. Deter-
minar la masa contenida en un paralelepipedo con dimensiones (b — a) x
(d—c¢) x (f — e) para cada caso
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Jo fog fo% wy sin yzdrdydz
: fol fol fol ye Y¥dzdydz

PP SN en + 3y + 2)dadydz

[\V]

w

W

: f12 f_11 fol ze*Vdrdydz

ot

2 (1 3 4242
A *-dudydz

5.4 Integrales triples sobre regiones mas generales

Si B es una regién limitada por

a<z<b ¢(z) <y< 9o(x), 1i(2,y) < 2 < ya(z,y)

z = 1idx, ¥)

= yix, ¥

la integral triple resulta

b pos(x 2(z,
fa f(i((g’f))f’;yl((at,y%)f(xv Y, z>d2dydfl;

Si B es una region limitada por

c<y<d, P1(y) <z <Py(y), 11(z,y) < 2 < ya(z,y)
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S A

= ‘fl{x: }']

la integral triple resulta

Yo (y) )
f f 12(yy) Y1 ( xyy) f(x Y,z )dZd.’Edy

si la funcién a integrar es una funcién de densidad, entonces la integral triple
igualmente representa la masa contenida dentro de la regién a integrar.

Example 35 La densidad de cierto fluido no homogéneo esta dada por p(x,y, z
xz, obtener la masa contenida dentro de la region delimitada por a = 0, b

]-, ¢1($) = Oa (1252(:[) =1 -, Wl(xay) = 2:’/, WZ(xay) =1 +y2

1
m = fol Hy rdzdydr = 10

Example 36 Realizar la siguiente integral triple

47

Inz
fl fy ye*dzdxdy = o

Tarea Resolver las siguientes integrales triples (que representa la masa dentro
de la region si el integrando es una funcién de densidad p(z,y, 2))

1. fo fo z+y (z+y+ z)dzdydx

2. fo V- 2 Yedzdxdy
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3. fog fyg fomy cos Zdzdxdy

3z g
4. f02f(;/ﬁ) ’ deda?dy
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