Unidad 0. Métodos de integracién

0.1 Integrales de funciones transcendentes

i. /Sinxdx:—cosx—f—c
ii. /cosxdxzsina:—&—c
iii. /tanxda;:—ln|cosx|—|—c=ln|secx|—|—c

iv. /cotxdx =lInlsinz| + ¢

=

/Secxdx = In [sec x 4 tan x|
vi. /cscxdm = —In|cscx + cot x|
vii. /e“’d:r =e"+c

viii. /lnxd:zc =—z+zhzr+c

Example 1 Cdlcular el drea entre las curvas f(x) = 5sinx + 3e* — 4, g(x) =
x? +2tanx

-10 —

el drea comprendida entre curvas

1.3917
(5sinz 4 3e* — 4 — 2% — 2tanx)dr = 3.3414

0.16513



Example 2 Cdlcular el drea entre las curvas f(z) = 4sinz—6 cosx (continua),
g(x) =3Inz (punteada)

el drea comprendida entre curvas
3.566 9
(4sinz —6cosz —3nz)dr = 7.4238

0.97021

0.2 Integraciéon por cambio de variable

El método de cambio de variable consiste en transformar el integrando en una
expresion analiticamente integrable

Example 3 Integrar

2
/ 2z + 1)dx =4
1

/ sin 2zdx

1
§/sin2x(2daﬁ) = f/sinudu—i—c

Example 4 Integrar

haciendo u = 2x, du = 2dx

—_

=N

= —(—cosu)+c

[\

1
= —_— 2
2cos x4 c

Example 5 Integrar

/4c0s(%z —3)dz



haciendo u = %x -3, du = %dx

(4)(2)/008(%%—3)(%d$) = 8/cosudu
= S8sinu-+c

1
= SSin(ix -3)+¢

/ 672z+3dx

haciendo u = —2x + 3, du = —2x

%2 e 23 (2dx) = —l/e“du

Example 6 Integrar

Il

)
S
+

)

Example 7 Integrar
/ Vbx 4 ldz

hacitendo v =5z + 1, du = bz

é/\/m(wx) = f/ﬁdu

Example 8 Integrar

haciendo u = sinx, du = cosxdx

/sinsxcosxdm = /uSdu

I

I
&
jm}
&
+
o

por lo tanto

M)

: 1. z
/ sin® z cosxdr = [Z sin® )¢
0



Example 9 Integrar
/ 3zv 22 + ldx

haciendo w = 22 + 1, du = 2zdz
%/ Va2 +112zdx) = %/\/adu

3
= u? +c

= (@417 +c

o
/ﬁm

: _ _1,.-1 _ _dz
haciendo v = /z, du = 52~ 2dx = =

Example 10 Integrar

2Vz
2 eﬁd—m = 2/e“du
2\/x
= 2" +c
= 2V 4 ¢

Example 11 Integrar
1
/ z2(6 — 2x3)§dm
0
haciendo u = 6 — 223, du = —6z2dx

1

= (6—2x3)%(—6x2da:) = /u%du

por lo tanto

/1x2(6—2x3)§dx N T,
0

= 0.63353

/ 3z cos 22 dz

haciendo u = x?, du = 2zdx

3 3
5/(3085['2(237(126) = i/cosudu

= §sinu—i—c
2

Example 12 Integrar

3 ina 4
= —SIinx C
2



Example 13 Integrar

/xQ\/l + zdx

haciendo v = 1 — x, du = dx, y sabiendo que x> = (1 — u)?

/(1—u)2\/ﬂdu _ /(\F—zu%m%)du

3 5 7
2 4 2
= g(l—x)%—5(1—30)%—!-?(1—33)%4-0

Tarea a. Efectuar las siguientes integrales aplicando el cambio de variable ade-
cuado

1. [V1—6xdx

2. [/ —2xdx

3. [5av4 — 22dx

4. [2?(22® + 8)°dx

5. [4z /(1 — 322)2dx
7. [(2? + 4z +4)" 3dx
8. [(a®+3)iatdx

9. [sinZadz
10. [4a?%cosx3dx
11. [2?sec? z3dx
12. [cosz(l —sinz)5dx

5sinxdx

13. f (3+cos x)3



0.3 Integracién por partes

El método de integracién por partes consiste en reescribir una integral compleja
en terminos de otra méds simple empleando la férmula

/udv:uv—/vdu
/ase“’d:r

u = =z, du=dzx

dv = ée"dx, Uz/ezdx:ex

Example 14 Integrar

haciendo

aplicando

/xerdm = mez—/erdm

= ze® —€e"+c

/ 22e”dx

uw = 2%, du=2zxdx

edr, v= /ezd:c =e”

Example 15 Integrar

haciendo

dv

aplicando

/xezdx = %" —/eI(Zxda:)
= z%° 72/mezdx

utilizando el resultado del ejercicio anterior

/me"”dw = 2% —2we” — %) +c
= z%e” —2ze® + 2" + ¢
Remark 16 Al integrar [ z"e*dxz se corresponde siempre

u = z"

dv = €%dx



Example 17 Integrar

/ In zdx

1
v = Inz, du= —dzx
x

dx, v:/dx:x
1
/lnxdx = xlnx—/m(fdw)
x

zlnz—x+c

/xlnxdm

u = =z, du=dzx

haciendo

dv

aplicando

Example 18 Integrar

haciendo

dv = Inazdx, v:/lnmdx:xlnm—x
aplicando
/mlnxdax = x(xlnx—m)—/(wlnx—x)dx
= x21nz—x2—/zlnxdx+/xdz
2 L,
= x 1nxf§a: f/xln:z:dx
despejando [ xlnzdx
2 L,
/xlnxdw+/xlnxdm = z lnx—ix
L,

1
/xlnxdm = 5:0 lnx71x2+c

/ 2% In zdx

u = 2%, du=2zdx

Example 19 Integrar

haciendo

dv = Inzdz, Uz/lna:dx:xlnx—x



aplicando
/332 Inzdr = 2%(zlnz—z)— /(wlnx — z)(2zdz)

= x3lnm—x3—Z/lenxdm—&—Q/xde

1
2lnz — gxg — 2/332 In zdx

despejando f:v2 In xdx

1
/x2lnxdx+2/ac21nxd$ = m3lnx—§m3
1 1
/:CQIH.Z‘CZJ? = §x3lnx—§x3+c

Remark 20 Al integrar [ 2" Inxzdz se corresponde siempre

n

u = T
dv = Inzdx
Example 21 Integrar
/ x cos xdx

haciendo

u = =z, du=dx

dv = cosxdx, v= /cosxda: =sinx
aplicando

/mcosmdx = xsinm—/sinxdm

= xsinxz+cosx+c

Example 22 Integrar

/62’” cos 3xdzx
haciendo
u = €*, du=2e*"dx
dv = cos3zdx, v= /cos 3zdx = %sin 3z
aplicando

1 1
/ezmcosim‘dm _ ezx(gsingx)_/gsin3x(262zd$)

1 2
= geh sin 3z — 3 /eh sin 3xdx



integrando por partes nuevamente la integral de la derecha
v = ¥, du=2e*"dx

1
dv = sin3zdzr, v= /sin3xd$ =-3 cos 3x

1 1
/62‘” sin3zdr = 62”0(75 cos 3x) — /(fg cos 3z)(2e*" dx)
Ly 2 2
= ——e““cos3x+ - | €“Fcos3xdx
3 3
sustituyendo

1 2,1 2
/62‘"” cos3xdr = 562‘”’3 sin 3z — 5(_§62m cos 3x + 3 / e** cos 3xdzx)

2 4
5621 sin 3z + 662“’ cos 3x — 9 / €% cos 3zdx
despejando la integral
2x 4 2x 1 2x 2 2x
e“* cos 3xdx + 3 e“? cos 3xdx = ge sin 3x + §e cos 3x

o bien

2

3
* cos 3rdr = — €
€ Ccosoxraxr 136

2

. 2
Tsin3z + ﬁe Tcos3x +c

Tarea b. Aplicando la integracién por partes resuelva las siguientes integrales
1. f31 xe 3% dx
3
2. [y wcosmrd
3. fo% x sec x tan xdz
4. fol(lnx)de
5. [ xsec? zdx
6. f02 g’ sinrade = -2

T 2% . _ 2, -2
7. [y e ¥ coswdr = e +

(SN

T sinx _ 1 -
8. [y Htdy = e "+

9. fﬁdm:e”’ (ln(a:—l)— w11> —[e* (ln(m—l)—ﬁ) dx

N

1 3da
10. [} e



0.4 Integracién por sustituciéon trigonométrica

Si el integrando contiene una expresiéon de la forma Va2 — 22, Va2 +22 o
V22 — a? es posible realizar una sustituciéon trigonométrica para resolver la in-
tegral.

0.4.1 Integrando con va2 — z2
Si el integrando contiene la expresién va? — x2 se hace la sustitucion

Tz = asinf

dr = acosfdf

Example 23 Integrar por sustitucion trigonométrica

V=,

2

reescribiendo fivii;"”zdx Haciendo la sustitucion x = 3sin 0; dx = 3 cos 0df
tenemos

32 — (3sinx)? 3cosf
~—— (3 cos 6db —_—
/ (3sinz)? (3 cos 6df) / 32sin® x

= [cot?0df = —cot — 0 +c

(3 cos6dh)

ahora, como sinf = %, entonces podemos construir el siguiente tridngulo

3
X
S
(32-x2)112
observamos que cot§ = @ y 0= sin_l(g), Por lo tanto

N ) 3 _ 2
972:vdx R sin~1(Z) + ¢
T T 3

J

0.4.2 Integrando con va? + 2

Si el integrando contiene la expresion va? + x? se hace la sustitucion

r = atanf

dr = asec’f
Example 24 Integrar por sustitucion trigonométrica

JV5+a?dx

10



reescribiendo f\/ (\/5)2 + x2dx. Haciendo la sustitucién x = /5 tan 0; dx =
V5 sec?0df tenemos

f\/(\/g)2 + (Vhtan6)2dr = [V5secx(V5sec? 0df)
= 5/ sec®0df

integrando esta dltima integral por partes

u = secl; du = secOtanfdp
dv = sec?0df; v=tanb

por lo tanto

[sec®0df = secOtan® — [ tan® 6 secOdo
secftan® — [ sec® 0df — [ sec0df
= secftand — [ sec® 9df — In |sec § + tan 6|

despejando [ sec® 0do

1 1
[ sec® 6do = 3 secftanf — 51n|se00 + tan 6|

ahora, como tanf = % entonces podemos construir el siguiente tridngulo

(5+x2)1/2
X
0
(5)1/2
observamos que sec = f}"gﬂ”?. Por lo tanto
V9 — 2 5vVh 42?2 x 5 |vVb+ax? T
J——dz = —F——F% - hn|l—F—+F%|+c
: 2 5 V5 20| VB B

I
| =
8
ot
+
8
(V]
|
| ot

0.4.3 Integrando con vz? — a?

Si el integrando contiene la expresién vz2 — a? se hace la sustitucion

r = asecl

dr = asecltanf

11



Example 25 Integrar por sustitucion trigonométrica

f dx
32?2 — 9

reescribiendo fﬁ Haciendo la sustitucion x = 3sec8; dx = 3secd tan 0df
tenemos
3 sec 0 tan 6do . 3 sec 0 tan 6df :ifcos29d9
(3sec)3/(3sech)? — 32 (33sec30)3tan® 27
1.1 1
= —(z0+ —sin20
27(2 + 1 5in )
1(t’;H—ls' 26) 1(9+s’ 0 cos )
= — —sin20) = — in
54 2 54
ahora, como sec = % entonces podemos construir el siguiente tridngulo

X
(X2_32)l/2

3

Vz2—9

x

V9 —z2 1

observamos que sinf = , cosf = % y o= sec_l(%). Por lo tanto

\/%2—9§

vo—am N N 1
i = dz 54(sec (3)—|— - m)—|—c
1 .z 1 Va2 -9
= e Bt T

Tarea c. Resolver las siguientes integrales por sustitucién trigonométrica

O e
2. [ V4w_2””2da:

3 dz
: v/ x2+4
2
4. [
5 dx
. Tv/25—1x2
dx
6. [ (4+22)3
7. [ —dz
f (4x2—9)%
8 1 22de
©JO VA—22
9. [ a>V/25 — a2
2 3d
0. Jo 75

12



0.5 Integraciéon de funciones racionales por fracciones par-
ciales

Considérese la integral f%dm, donde f(z) y g(z) # 0 son polinomios y g(x)

se puede expresar en factores lineales y cuadraticos irreductibles. Entonces,

f@) _ f(@)
g(x) (a+ bx)"(c+ dx + ex?)F
_ Ay A An
B (a+bx)+(a+bx)2+”.+(a+bx)"
By + Cix By + Cox B + Crx
(c+dz+ex?)  (c+do+ex?)? ' (c+dw+ ex?)

donde A4, ..., A,, Bi...,Bg, Ci...,C} son las constantes a determinar.

Example 26 Integrar por fracciones parciales

f z+5 d

2 4+x—2

Solucion:
T+95 A B

(z+2)(x—1) $+2+z71

multiplicando la ecuacion anterior por (x + 2) (x — 1)

z+5=Ax—-1)+B(zx+2)=(A+B)x+ (2B - A)

relacionando los terminos obtenemos

A+B =1
2B—A =5
resolviendo el sistema de ecuaciones resulta A = —1 y B = 2. Por lo tanto,
T +5 dz dx
———dx = — 2 =—1 2| + 21 —1
f(:r+2)(:c71)x f:c+2+ fxfl nle+2/+2Injz —1[+c

Example 27 Integrar por fracciones parciales
4z
—d
Je=re+n®
Solucion:

dx A . B . C
(x—1)2(xz+1) 2—-1 (z—12 =x+1

multiplicando la ecuacion anterior por (x — 1)%(z + 1)

4z

(
Az —1)(z+1) + Bz + 1) + C(z — 1)*
(A+C)z*+ (B-2C)z+(B-A+C)

13



relacionando los terminos obtenemos
A+C = 0

B-2C =
B-A+C = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones resulta A =1, B=2 y C = —1.
lo tanto,
4z dx dx dx
e Ter ™ L S e A e

2
ln|x—1|—ﬁ—ln|x+1|+c
x

Example 28 Integrar por fracciones parciales

1—3z+ 222 — 28
%+ 223 +

J

Solucion:

1—3x+2$2—x3_é+B+C’z D+ Ex
z(z2+1)7° oz 2?41 (a2 +1)?

multiplicando la ecuacion anterior por x (xz + 1)2

1-3z+22° —2° = A(z2—|—1)2—|—(B+C’z):z(m2—|—l)—|—(D—|—E:z:)1:

Por

= A+ (B+D)z+(2A+C+ E)x* + Ba®* + (A+C)a*

relacionando los terminos obtenemos

A =1
B+D = -3
2A+C+E = 2
B = -1
A+C = 0
resolviendo el sistema de ecuaciones resulta A=1, B=-1, C=-1, D =
—2 y E=1. Por lo tanto,
1— 3z + 222 — 23 1 —-1-z 24z
dr = — d
z (22 +1)° ! f(a: 241 +(x2+1)2) ¢
dx dx xdx
N f?_f:cQ—Fl _f:z:2—|—1
dx xdx
-2
Jose iy

14



mtegmndo por sustitucion trigonométrica f donde x = tan0; dx

2+1 ’
sec? 0d6
sec? 0d6 sec? 0df
—_— = ——— = [d0 =10
ftan20+1 J sec2 J
dx 1
fm = tan X

integrando también por sustitucion trigonométrica f(y donde x

tan@; dx = sec?0db

2+1)2 )

sec? 0d0 sec? 0d0 9
/ (tan®6+ 1) / sect0 J cos”0db
1 1
= 594— Qsinﬁcosﬁ
I dz 1 tan—1z 4+ 1 =z 1
——— = —tan x4+ -
(22 +1)2 2 2Va2 + 1V + 1
= —tan 'z + Lz
2 22241
Por lo tanto
1— 3z + 222 — 23
" dr = Injz|—2tan 'z

z (22 +1)°

1 2 T+
—§ln‘x —|—1|—m2+1—|—c

Tarea d. Resolver las siguientes integrales por fracciones parciales

2. [3%=2dy

z2dax
3. f z242x—6

4. f (4z—2)dx

3 —22 -2z

5. f6a: —2x— 1d1’

4x3 —x

6. j‘9'r —26z— 5d

3x2—5x—2

(522 —11x+5)dx
7. f 3 —4x2+5xr—2

dz
8. 223+

z+4)dx
9. f 5:129324143;

10. f 16x4 1

15



11.

12.

13.

14.

15.

ot

(22 —4a—4)dx

f.L3 2x24+4x—8

12+x
f 3 —x2+4+x—1 dx

f 914+w2

f dx
3412+

I

(230 +9z)dz

22+43)(z2— 23:+3)

16



1 Unidad. Introduccion a las ecuaciones difer-
enciales

Notation 29 Usualmente en la literatura se presentan las funciones de una
variable junto con sus derivadas de la siguiente forma

f(x) = 32®+5x
f'(z) = 6z+5

la nomenclatura empleada en este curso para dichas funciones es

y = 32245z
d

ﬁ = y=6z+5
d%y
R A

donde y se denomina la variable dependiente y x la variable independi-
ente.

1.1 Nocién del problema de las ecuaciones diferenciales

Considérese la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

d?y d
29, 9%
xda:Q + dx 0

el problema es: dada la anterior ecuacién, obtener una funcién y = y(z) que la
reduzca a una identidad. Probemos por ejemplo la funcién y = 2 + 3z~*
z(6273) +2(=3272%) = 0
0 =0
observamos luego, que la funcién resuelve la ecuacién diferencial y por lo tanto

nuestro problema estd resuelto (hasta cierto punto). A la funcién y = 2 + 3z}
se le denomina solucién de la ecuacion diferencial.

Definition 30 Si una ecuacion contiene las derivadas o diferenciales de una o
mds vartables dependientes con respecto a una o mds variables independientes,
se dice que es una ecuacton diferencial.

1.2 Clasificaciéon de las ED segtin el tipo

Definition 31 Si la ecuacidn contiene sélo derivadas ordinarias de una o mds
variables dependientes con respecto a una sola variable independiente, entonces
se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO).

17



Example 32

dy
i = 4
(x —y)dx —2ydy = 0
du dw
dw  dv "

Definition 33 Una ecuacion que contiene las derivadas parciales de una o mds
variables dependientes de dos o mds variables independientes se llaman ecua-
ciones diferenciales parciales.

Example 34
ou v
Ay Oy
ou
xrc+ a—y U
0%u ?u  _Ou
ox2 o2 ot

1.3 Clasificaciéon de las ED segtin el orden

El orden de la m4ds alta derivada de una ecuacion diferencial se llama el orden
de la ecuacion.

Example 35
d? d
chZ + 5(%)‘3 —4y = 0 (segundo orden)
dy+yde = 0 (primer orden)
4 2
Cﬂ% - % = 0 (cuarto orden)

Exercise 36 Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales segin tipo (ordi-
naria o parcial) y orden

8%u __ du
L. k@:pQ — ot

2. xy —y =23y
3. L4+ 24=0
4. z(6zy + 5)dzx + (22° + 3y)dy =0
D. yg—; - xg—; =0
6. L =kK(T-Tp)
dy

7. :cy(E)?’ t+or=z

18



1.4 Clasificacién segin la linealidad o no linealidad

Se dice que una ecuacién diferencial es lineal si tiene la forma
dr n—1 dy
an(@) T8 + ano1(2) T e+ (@) T+ ao(@)y = g(a)

las ecuaciones diferenciales lineales cumplen dos propiedades:

i) la variable dependiente y junto con sus derivadas son de primer grado, es
decir, la potencia de cada término en y es 1.

ii) cada coeficiente uno de los coeficientes a;(x), i = 0, ...,n, dependen sélo
de la variable independiente x.

Una ecuacién que no es lineal se dice simplemente no lineal.

Example 37
xdy +ydr = 0 (lineal)
y' =2y +y = 0 (lineal)
0 e d — +3xd— +5y = ¢ (lineal)
yy" —2y = 1z (no lineal)
d3
5 +9%> = 0 (no lineal)

Exercise 38 Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales de acuerdo a su
linealidad

22 Ly 4 ody — 9y

—

2 —3y" + 4y — day? = 3x
3.y +(y)?=0
4.y =2y
5 1y — %y =1
6. (z+y?)dx + (2% — zy)dy =0
7.y +y=tanx
8. ()3 4208 =2y 41
9. y=ay + Ly’

10. 2%y" +yy' 4+ 62 =0
Tarea 1. Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales por tipo, orden y por

linealidad.

19



1. (1 —2)y"” —4ay’ + 5y = cosz
2wy —o(duyi oy —0

3. yy +2y =14 22

4. 22dy + (y — vy — xe®)dz =0

5. 23y — 22y’ + 4oy — 3y =0

6. %JrQy:siny

dy _ d?y\2
7 de — 1+(dz2)
d? k
8. @@ =

9. (sinz)y” — (cosz)y =2
10. (1 —y?)dz +ady =0

1.5 Solucién de una Ecuacién Diferenfencial Ordinaria

Definition 39 Se dice que una funcion f cualquiera, definida en algin inter-
valo I, es solucion de una ecuacion diferencial en el intervalo, si sustituida en
dicha ecuacion la reduce a una identidad.

., 4 ., . .
Example 40 La funcion y = {5 es una solucién particular, en el intervalo
—00 < x < 00, de la ecuacidn no lineal

Example 41 La funcion y = xe® es una solucién particular, en el intervalo
—00 < x < 00, de la ecuacion lineal

y' -2 +y=0

se observa que la funcion y = cxe®, donde ¢ € R es un pardmetro, también
es solucion de la ecuacion. Por lo tanto, se puede argumentar que existen un
numero infinito de soluciones. Cuando ¢ = 0, la solucion es y = 0 a menudo
denominada solucion trivial.

Example 42 Para —2 < = < 2 la relacion 2> + y?> = 4 es una solucién
implicita de la ecuacion diferencial

dy T
dx Y
obsérvese que la relacién x2 + y? = ¢, para ¢ > 0, también es solucién de la
ecuacién.

20



Example 43 Las funciones y = c1 cosdx y y = casindx, en donde ¢1 y ca son
constantes arbitrarias, resultan ser soluciones a la ecuacion diferencial

y' + 16y =0

obsérvese que la funcién y = ¢; cos4dx + ¢y sin4dx también es una solucién a
la ecuacién dada.

Cuando todas las soluciones de una ecuacién diferencial orden n pueden
obtenerse de la una funcién G(z,y,ci,...,c,) = 0 mediante valores apropiados
de los pardmetros cq, ..., ¢,, entonces se dice que la funcién G es una solucién
general o completa a la ecuacién diferencial.

Example 44 Comprobar si las funciones son soluciones a las ecuaciones difer-
enciales

Tarea 2. Verifique que la funcién indicada es una solucién de la ecuacion difer-
encial dada.

L2y +y=0y=e%

2.y +4y=32; y=38

3. % — 2y =% y =3 +10e*”

W20y =24 y=¢ — g

y' =25+y? y=>5tanbx

Y +y=sinz; y=Lsinz —1cosz + 10e*
22dy + 2zydx = 0; yz—gg%

y=2zy +yy)% v’ =c(z+ ia)

© »®» N e ovoe

Yy’ —6y +13y =0; y = €3 cos 2z
10. y” 4+ 25y = 0; y = ¢y cos bx
11. 2%y —3zy +4y=0; y =22+ 2°Inx

12. ¢ = 3y" + 3y —y=0; y = 2%e”
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2 Unidad. Ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden

2.1 Ecuaciones diferenciales de variables separables

Definition 45 La ecuacion diferencial de la forma

dy _ f(z)

de — h(y)

se denomina ecuacion de variables separables. FEl método de solucion de
dicha ecuacion se resume como sigue

hy)dy = f(x)dz
integrando ambos miembros
/h(y)dy = /f(x)dm +c
donde c es la constante de integracion resultante de ambas integraciones.

Example 46 Resolver la ecuacion diferencial

dy
3y*—— =1
Yot
solucion
3y’dy = dt
empleando la férmula [ z"dz = %, integramos
3/y2dy = /dt+c
3
3L) = t+e

o0 bien, la solucion implicita resulta
y3 =t+c
Example 47 Resolver la ecuacion diferencial
(y—2)dy+y(x+4)de =0
solucion

(y—2)dy = —y(z+4)dx
—dy = —(z+4)dz
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integrando

/dny d—y = f/xdmf4/d:r+c
Y

2
T
—— —4
5 xr+c

y—2Iny|

Exercise 48 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de variables sep-
arables

1. W 552y =0

d 5
Inly| = 23 +¢
lyl = g2° +
2. B = y2cos2
- =y cos2z
1 1 .
—— = —sin2x +c¢
Y 2

Example 49 Resolver la ecuacion diferencial

dy

ek
solucion J

T _yy2 =dx
integrando

dy
/1—1/2 —/dx—|—c

reescribiendo el primer integrando por fracciones parciales

1 1 1 1

= (+9(-9) 20+y 20—y

por lo tanto

1—y2 2/ 14y 2) 1—y

haciendo el cambio de variable

dy 1 [ dy 1 [ d
/y Ay L[ dy

u = 14y, du=dy
v = 1l—y, dv=—dy
dy 1 fdu 1 [dv 1
= - | ——==- [ —=zlnul— zIn|v|
1—92 2) v 2) w 2 2

IT+y|

1 1 1
= —ln[l4+y/—=Injl—y/=-1
5 [l+yl - S nfl—y| 2“‘1—31

1+y
= Iny/ ——
1-y
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finalmente, obtenemos la solucion implicita

Exercise 50 Resolver la ecuacion diferencial

rsinyde + (2% + 1) cosydy = 0

solucion
rsinyder = —(z%+1)cosydy
x cosy
——dr = -— d
221" siny Y
integrando

/%Hda:: —/cotydy
x

haciendo el cambio de variable
uw=2>+1; du=2xdz

tenemos que la primera integral resulta

1 fdu 1 1 9
por lo tanto

1

§ln{x2 +1| = —In|siny| + Inc

reescribiendo la solucion

Inva?+1+1Injsiny] = Inec
Invaz?2 4 1|siny] = Inec
VaZ+1sinyl = ¢

Tarea 3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de variables separables

1. %+2xy:0

2. Z—Z:ysinx
3.2y2% = \/1—¢2
4. %:(64:63/)%

5. (1—a2?)% =2y

6. v = zy3
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7. y3% = (y*+ 1) cosx

dy _ (z—1) 5
8. ﬁ - 12(21/331/)

9. ¢y =14+z+y+ay
10. dz + e3*dy =0

11, % = 3oty
Codx

dy _ (2y+3\2
12. & = (Ts)

13. emy% =e V4e 2@y
14. sec? xdy + cscydx = 0

15. €Y sin 2zdz + cos x(e?¥ — y)dy = 0

2.2 Ecuaciones con coeficientes homogéneos

Definition 51 Una funcion f(x,y) se dice homogénea de grado n si
[t ty) =" f(z,y)

Example 52 La funcion f(x,y) = 2z 4+ /3xy — y es una funcion homogénea
de gradon =1, ya que

fltx,ty) = 2tx+ /3(tz)(ty) — ty = 2te + \/3t2zy) — ty
= t(2z++/3zy —y) =tf(z,y)

Example 53 La funcion f(z,y) = /222 —y? es una funcidn homogénea de
grado n = %, ya que

Flta,ty) = /20@) — (ty)? = /2002 — 2y

= YRR ) = 32— P = 1 (e, y)

Example 54 La funcion f(z,y) = 2> —5xy? +2 no es una funcion homogénea,
ya que

f(tz, ty) = (tx)?® — 5(tx)(ty)? + 2 = t22? — 532y + 2 # t" f(x,y)

Remark 55 Si f(z,y) es una funcion homogénea de grado n, entonces podemos

escribir
_ .n Yy
fley) = 2"f(1,°)

flz,y) = y"f(;l)
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Definition 56 Una ecuacion diferencial tiene la forma

donde M (x,y) y N(x,y) son funciones homogeneas del mismo grado n, entonces
la ecuacion se denomina ecuacion con coeficientes homogéneos.

Solution 57 El método de solucion consiste en reducir la ecuacion con coefi-
cientes homogéneos a una ecuacion de variables separables empleando la susti-
tucion

y = ux, dy = xdu + udx

de esta forma obtenemos

M (z,uz)dz + N(z,uz)(zdu + udz) = 0
De la observacién (remark) anterior logramos
2" M(1,u)dx + 2" N(1,u)(xdu + udz) =
M(1,u)dz + N(1,u)xdu + N (1, u)udz
[M(1,u) + N(1,w)uldx + N(1,u)xdu

donde finalmente resulta la ecuacion de variables separables

dr N(1,u) du
r  M(1,u)+ N(1,u)u

Example 58 Resolver la siguiente ecuacion con coeficientes homogéneos

(2® + y?)da + (2* — zy)dy = 0
Observamos primeramente que M(z,y) = 2® + y*> y N(z,y) = 2? — zy son
funciones homogéneas de grado n = 2, por lo que la ecuacidn referida es una

ecuacion con coeficientes homogéneos. Luego

M(lu) = 1*+u?=1+u?
N(l,u) = 1?—lu=1-u

donde v = £. Sustituyendo en la ecuacion de variables separables

dx 1—u

— = du

x 1+uw?+(1—u)u
o bien J ) .

@w_ - _udu:u_ du

T u+1 u—+1

sumando y restando 2 en el numerador del sequndo miembro
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u—1+2-2 u+1—-2

du = ——d
utr1 ut1
1 2 2
= (u—i— — )du = du — du
u+1 wu+1 u—+1
integrando
d d
G /du—2/ Y +c
T u—+1
Injz| = w—2lnju+1|+c

regresando a las variables originales, obtenemos la solucién
In|z| = g—21n‘g—|—1‘ +c
x x

Example 59 Resolver la siguiente ecuacion con coeficientes homogéneos

dy Y
r—— =y +xe=
dx

reescribiendo la ecuacién
(y + ze* )dz — zdy = 0

. Y
Observamos primeramente que M(z,y) = y + ze=z y N(z,y) = —zx son
funciones homogéneas de grado n = 1, por lo que la ecuacién referida es una
ecuacion con coeficientes homogéneos. Luego

M(lu) = u+let =u+e
N(l,u) = -1

donde u = £. Sustituyendo en la ecuacién de variables separables

dx -1
— =——du
T u+ e —1lu

o bien
dz

xT

=e “du

finalmente integrando y regresando a las variables originales

d

@ /e*“du+c
x

Injz| = —e“+e¢

regresando a las variables originales, obtenemos la solucién

In|z| = —e* +¢
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Example 60 Resolver la siguiente ecuacidn con coeficientes homogéneos

(2y/zy —y)dx —xdy =0

Observamos primeramente que M (z,y) = 2\/xy —y) y N(x,y) = —x son fun-
ciones homogéneas de grado n = 1, por lo que la ecuacion referida es una
ecuacion con coeficientes homogéneos. Luego

M1,u) = 2Vlu—u=2yu—u
N(Lbu) = -1

donde uw = £. Sustituyendo en la ecuacidn de variables separables

T

dj___ildu
r  2y/u—u-—lu

o bien
dx 1

“__ - 4
x  2yu—2u

haciendo el cambio de variable

t = Vu, dt =

U

du_d7u
2v/u 2t

2 = u
dz 1
— = —(2tdt
x 2t —2t2( )
1
= ——dt
1—t
integrando
d 1
&2 /7dt—lnc
T 1-1¢
Injz|] = —In|l—t/—1Inc
c
1 = In——
n x| n =
c c
T = =

finalmente, la solucion resulta

<8

Exercise 61 Resolver las siguientes ecuaciones con coeficientes homogéneos

1. (y* +yz)dz — 2%dy =0
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2. 2z%ydr = (32 + y3)dy
Tarea 4. Resolver las siguientes ecuaciones con coeficientes homogéneos

1. % — oty

de — =z
2. 2ydxr —xdy =0

3. dy _ > +ay+y®
© dz 2

4 dy _ 22 43y2
©dx 2zy

5 dy _ 4y—3w
© dx 2r—y

6 dy _ _ 4xz+43y
Codx T 2x+y

7. dy _ z+3y

dz T—y

8. (2% + 3zy + y?)dw — 22dy = 0
2.3 Ecuaciones Diferenciales Exactas
Definition 62 Una ecuacion diferencial de la forma
M (z,y)dxz + N(z,y)dy =0

se denomina ecuacion diferencial exacta si y sdlo si

oM _ on
oy Oz

Example 63 Demostrar que la siguiente ecuacion diferencial es exacta
(4zy® + 3y* + 1)dx + (62%y* + 62y)dy =0

Identificando tenemos que

M(z,y) = 4wy’ +3y° +1
N(z,y) = 622y? + 6zy
luego observamos que
oM 0 0 0 0
—— = —(day®+3y%+1) = —(“xy®) + —(3y?) + —(1
9y ay(ﬂserer) ay(wy)Jray(y)Jray()
= 4x£( 3)+33( 2)+g(1)—4$(3 2)4+3(2y) 4+ 0
= 12z9° + 6y

29



por otro lado

ON 0 0 7]

- - = 2,2 — G2 (2 v
o a:,;(6%‘ y* + 6zy) = 6y 890(33 )+6?Jax($)
0 0
_ 2 2 — G2
= 6y ax(x )+6yaw(w) 6y~(2z) + 6y(1)
= 1229° + 6y

de este modo se demuestra que la ecuacion diferencial es exacta.
Example 64 Demostrar que la siguiente ecuacion diferencial es exacta
(32%y + e¥)dx + (2 + ze¥ — 2y)dy =0

Identificando tenemos que

M(z,y) = 3z%y+eY
N(z,y) = 24z’ -2y
luego observamos que
oM 0, vy a2 0 9
oy 8y(3z y+e¥) =3z ay(y)Jr ay(e )
= 3z2+4¢eY
por otro lado
ON 0, 4 Y 0, 4 0] 0
- 2 — o) = — y 2 — (-9
o 5 (& T e’ = 2y) = o (27) + e o (2) + o (=2y)
= 327 +¢¥

de este modo se demuestra que la ecuacion diferencial es exacta.
Exercise 65 Demostrar que la siguientes ecuaciones diferenciales son exactas
1. (coszcosy + 2z)dx — (sinzsiny + 2y)dy
2. (e®siny — 3z%)dz + (e* cosy + %y_%)dy =0
3. coszdy — (ysinz —e*)dr =0
4. (ye®¥ — %)dm + (we*¥ + y%)dy =0
5. 2o+ phpz)de + (1ozz — 2y)dy =0

FEl método de solucién de las EDO Exactas se resume en los siguientes
cuatro puntos:
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I. Demostrar que la ecuacién es efectivamente exacta, es decir, comprobar

que la ecuacién cumple
oM  ON

Oy Or

II. Construir la solucién de la ecuacién mediante
o) = [ Map)do + 9(0)

III. Derivar parcialmente f con respecto y e igualarla a N

of _

IV. Despejar la funcién g y sustituirla en f. Finalmente, la solucién de la
ecuacion exacta resulta de igualar f con la constante c.

flz,y)=c
Example 66 Resolver la ecuacion exacta del ejemplo 1
(4ay® + 3y* + 1)dx + (62%y* + 6zy)dy =0

I. La ecuacion resulta exacta, ya que

oM ON
— = 1229% + 6y = —
oy =G

IT. Integrando M respecto a x

flzy) = /M(ﬂﬁ,y)dwrg(y)

/(4xy3 +3y% 4+ 1)dz + g(y) = /4wy3d:£ + /3y2dx + /dw +9(y)

2
= 4y3/xdw+3y2/dx+/dw+g(y) :4y3(%)+3y2w+$+g(y)

= 22%° +3y°z +z + g(y)

ITI. Derivando f respecto a y e igualdndola a N

Of 9 gasy O a0, 0
d d B dg

_ 2> (3 (a2 7 A

= 2x 8y(y )+3xay(y )—Han(l)—f—dy

d d
= 22%(3y?) + 32(2y) + 0 + CTz = 6x2y? + 6xy + i = 622y° + 62y
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IV. Despejando g(y)

dg

622y* + 6y + d—y = 6z%y?
i _
dy

+ 62y

Si la derivada de g(y) es igual a cero, necesariamente g(y) debe ser igual

a una constante k
9(y) =k

finalmente, la solucién de la ecuacién exacta resulta

205 + 3Pr +ar+ k=c

o bien
20%° + 3y°r +x =0

donde la constante b = ¢ — k.

Example 67 Resolver la ecuacion exacta del ejemplo 2

(322%y + e¥)dx + (23 + ze¥ — 2y)dy = 0

I. La ecuacién resulta exacta, ya que

II. Integrando M respecto a x

flx,y) = /M(w7y)dx+g(y)

= /(3m2y +e¥)dz + g(y) = /3x2yd33 + /eydm +9(y)

3

— 3y/a:2da:+ey/dx+g(y) = 3y(%) +e¥(z) + g(y)

= yz® +ze¥ + g(y)

III. Derivando f respecto a y e igualdndola a N

3 0

0 dg

% — ﬁ 3 Yy
_ 2 3 ﬂ Y ﬂ — 3 (Y A
= x?’(l)—&—m(ey)—&-j—g:x?’—i—xey—i—%
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IV. Despejando g(y)

dg

23 fxed + = = 23 faxed -2y
dy
dg
- = 9
dy Y
/dg = —Q/ydy
gly) = —2y

finalmente, la solucién de la ecuacién exacta resulta

yr® + eV — 2y =c

Tarea 5. Determine ctiales de las siguientes ecuaciones son exactas, las que
resulten resuélvalas aplicando el método de cuatro pasos.

1. 2z43)+(2y—2)y =0

2. Cx+4y)+ 2z —2y)y =0
3. (322 — 2zy + 2)dz + (6y> — 2% + 3)dy = 0
4. (2zy? + 2y) + (22%y + 22)y’ =0
5 G = iy
6. (e*siny — 2ysinz)dr + (e cosy + 2cosz)dy =0
7. (e"siny + 3y)dz + (3z + €” cosy)dy =0
8. (ye™¥ cos 2z — 2€"Y sin 2z + 2z)dx 4 (xe™¥ cos 2z — 3)dy =0
9. (£46z)dx+ (Inz —2)dy =0
10. (zlny + zy)de + (yInz + zy)dy =0
11. zde ydy =0

(@+y?)3  (a24y2)2

2.4 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden

De acuerdo con lo estudiado en la unidad I, una ecuacién diferencial lineal de
primer orden tiene la forma

a1($)% +ao(z)y = g(z)

donde a1 (z) # 0, ao(x), g(x) son funciones de x. Dividiendo la ecuacién
entre a1 (x) obtenemos

% +p(x)y = f(x)
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donde P(z) = &) f(z) = 22

ao ()’ ao(z)”
El método de solucién de las EDO lineales de primer orden se resume

como sigue:

I. Reescribir la EDO lineal de primer orden en la forma

Dt play = 1(@)

II. Obtener el factor integrante p(z)

pla) = ef o)t

III. La solucién a la EDO lineal finalmente se obtiene de

1
()

c

()

y:

[ e siara+
Example 68 Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal de primer orden
dy -2
— 4+ (2 1y = ¢

T + 2z 4+ 1)y = ze
I. Reescribiendo la ecuacién

dy 2z + 1 o

der( . Jy=e

donde identificamos P(z) = 2ZH | f(z) = e~ 27,

II. Obtenemos el factor integrante p(z)

_ P(z)dx
wz) = el @
2x+1 dz
_ 6I(7T Ydz _ e2fdz+f v _ eQz—Hnm
eZ:l:elna; _ xe?w

III. La solucién a la EDO lineal finalmente se obtiene de

1 / c
y = —(— [ p@)f(@)de+ ——
() ()
1 2x —2x C 1 C
= /xe e “dx + pov /:cd:r + povor
1 2 c T c
T e (?) + xe2r 22 + re2e

La solucién resulta . c

- 262m + xe2z
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Example 69 Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal de primer orden

d
(z% — 1)% +6zy ==

I. Reescribiendo la ecuacion

dy 6z T
£+(m2—1)y_x2—1
donde identificamos P(z) = wffl, () = =5

II. Obtenemos el factor integrante p(z)

haciendo el cambio de variable

obtenemos

N(m) _ e_f P(z)dx
i
v = 22-1
du = 2xdx
xdx w
M(x) = e3f 32—1 = egfd'T
— eSlnu:elnu3 :u‘S
= (2*—1)°

III. La solucién a la EDO lineal finalmente se obtiene de

y =

1

C

() ()

1 T c
7(902 —1) /(m2 _ 1)3332 — 1dm + @2 1)

1
(2 —1)3 /
1 c
] @ =1

M[/xdm2/m3dx+/x5dx]+(332il)3

1 2 x* z8 c

o X

[ ) p(ayda +

C
I’(l’2 — 1)2d33 + m

(z — 223 + 25)dx +

La solucién resulta




Exercise 70 Resuelva las siguientes EDO lineales de primer orden
1. ydz + (zy? + = — y)dy = 0 (edo lineal en x)
2. zdy+ (zy+y—1)dez =0
3. (m2+1:72)%+3(1:+1)y:x71

4 p% 4 () =g — 1

x+1
dy 4 y _ 1
5' dt+t2_t2

6. %—&—4333/:837

7. W4 3y = 3a2e%
8. x4g—g—|—2x3y: 1
9. 9L+ 3y = 6a?

Tarea 6. Hallar la solucién general de las ecuaciones diferenciales lineales sigu-
ientes

1 %42y =0
2. 2% 4+ 10y =1
3. % +y = exp(3x)
4. y + 322y = 22
5. (z + 4y?)dy + 2ydx = 0
6. zdy = (zsinx — y)dx
7. cosx% +ysinx =1
8. x% +dy=a3—=z
9. cos?wsinady + (ycos*z — 1)dx =0
10. x% + 3z + 1)y = exp(—3z)
11. ydx — 4(x + y%)dy = 0

d _ l—exp(—2xz)
12. ﬁ ty= exp z+exp(—x)

13. (z+2)?% =58y — day
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2.5 Ecuacion de Bernoulli

La ecuacién diferencial (no lineal) de la forma

Y@y = s )
sno £ 2 (2)

se denomina Ecuacién de Bernoulli. Tal ecuacién tiene la particularidad
de que puede convertirse en una EDO lineal de primer orden realizando el cambio
de variable t = y'~". Esto es

dt ., dy
& 1 n%d
dx ( )y dz
dy _
de  1—ndz
sustituyendo en (1)
Y™ dt B n
LB ey = sty
X A=y = (- n)s()
dx y o
dt
L ipn = f@)

donde p(z) = (1 —n)r(z) y f(z) = (1 —n)s(x).
Método de solucién de la ecuacién de Bernoulli:
dy

Ir +r(z)y = s(z)y

n

I. Construir la EDO lineal de primer orden

dt

donde

II. Resolver la ecuacién por el método del factor integrante p(z)

III. La solucién resulta )
Yy = ti—m

Example 71 Resolver la ecuacion de Bernoulli



1 T(:L'):%
s(z) ==z
n=2
t:ylf’ﬂ:y172:y71
pla)=1—-n)r(z)=(1-2)L =-1
fla)=(1-n)s(z)=(1-2)r=—x
@1,
dx x
1
,LL(;E) = exp —f—dx :exp(lnx_l):x—l
t = z 1f$ dx—i-—
t = —a’+c
1
) R
y = (—2"+cz) —

Example 72 Resolver la ecuacion de Bernoulli

3(1+m2)% = 2uzy(y’ - 1)
dy 2 _ 2 %
dv " 31+227 = 314a2”
L or(z) = s(z) = 51
n=4
t=y' =yl Tt=y7?
p(@) = (1 =n)r(2) = (1 -0 o =
flx) = (1 —n)s(z) = _xgil
a2 o 22
de z2+1 x2+1
2z
i) = ep(=f g de) = ep(= e+ 1)) = s
1 2x
t = (x2+1)f(x2+1)[ 2+1]dx+c(x +1)
t = @D+ ) @1l =1+c(@?+1)
1+c(@2+1)
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2.6 Ecuacion de Riccati

La ecuacion diferencial de la forma

se denomina Ecuacién de Riccati. Tal ecuacién tiene la conveniente
propiedad de transformarse en una EDO lineal de primer orden haciendo la
sustituciéon y = y; + u, donde y; es una solucién particular de la ecuaciéon de
Ricatti. De este modo

dy | du

oot g = meny tu) + gy +w)’
reduciendo d
% —(n+2y19)u = qu?

haciendo el cambio de variable ¢t = %

dt

dz

donde p(z) = n(x) + 2y19(x) y f(x) = —q(x).
Meétodo de solucién de la Ecuacion de Riccati:

+p(@)t = f(z)

dy _

Mgﬂdﬂ+n@w+quz

I. Construir la EDO lineal de primer orden

& 4 p@)t = f)
donde
p(x) = n(z)+2y19(x)
fz) = —qx)

II. Resolver la ecuacién por el método del factor integrante p(z)

III. La solucién resulta 1
Y=y + 7

Example 73 Resolver la ecuacion de Riccati

d
Y eyt =2
dx
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m(z) = -2
n(z) = -1
q(z) =1
p(z) =n(z) + 2y1q(z) = —14+2(2)(1) =3
flx) = —q(z) =-(1) = -1
El factor integrante resulta
wz) = of pl2)dz
ef 3dz _ 3

de este modo

1 3z c

3

finalmente, la solucién resulta

7673w/6

a1 .
76731(*631) +C€73m

3wd$ + Cef?m

24—
—%+ce 3

Tarea 7. Resolver las siguientes ecuaciones de Bernoulli

1. Z—‘z+y=xy3
2 -t=-t
3. x% +y = —228%
4. E+EL=5%
B P+ (5 )y =5t

Resolver las siguientes ecuaciones de Riccati

1. %zl—x—y—i—xy?, y1 =1

d
2. E=—S-ty+y’, =2
3.0 W — 2 1 (14 2e")y 4+ 42, y1 = —¢”
s dr T Yy+y, y1 = —¢€
4. Z—Z‘;’:seczzc—y‘uan:zc—+—y27 Y = tanx
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3 Unidad. Aplicacién de EDO de primer orden

En todas las ramas de las ciencias e ingenierfas se recurre a las matemati-
cas como instrumento de descripcién y prediccién de fenémenos, en el diseno
de dispositivos electrénicos e instrumentos de medicién y en la elaboracién de
nuevos materiales. Las ecuaciones diferenciales particularmente modelan fend-
menos fisicos, bioldgicos, ambientales, industriales, etc. La nocién de modelado
se refiere a la descripcién y prediccion de un fenémeno o situacién empleando
como instrumento las matematicas, en nuestro caso las ecuaciones diferenciales.
Los siguientes casos son ejemplo de modelado matematico.

Example 74 La descripcion del inicio de recorrido de un atleta que compite
en la maraton de Tokio, estd dada por la siguiente tabla

Tiempo t (segundos) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distancia © (metros) 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

100
80+ .
g‘ = Recorrido del atleta
£ Modelo matematico
E oy
8
o
é 40 x=t
2
x
20
-
-
P
=
0 " T T T T T T T )
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

t tiempo de recorrido (segundos)

Modelo matemdtico del corredor de la maratén
El modelo matemdtico que describe el recorrido es
z =t

¢ Cudl es la velocidad del atleta en cada instante?
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100

80 4

8 x(t)=¢ (posicion)

g 0. X(t)=2t (velocidad)
s

(5}

z

x

201 X(8)=2(8)=16

m=16 (pendiente)

T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

t tiempo de recorrido (segundos)

Velocidad del atleta a los 8 segundos
La velocidad en cada instante estd dado por la derivada de la posicion
dx
"t)y=— =2t
@(t) = —
3.1 Crecimiento bacteriano

Lactobacilo, Lactobacillus o bacteria del dcido lactico es un género de bacterias
Gram positivas anaerobias facultativas, denominadas asi debido a que la mayoria
de sus miembros convierte lactosa y otros monosacaridos en édcido ldctico.

Lactobacilo

Normalmente son benignas e incluso necesarias, habitan en el cuerpo humano y
en el de otros animales, por ejemplo, estdn presentes en el tracto gastrointestinal.
Muchas especies son importantes en la descomposicién de material vegetal. La
produccién de dcido ldctico hace que su ambiente sea dcido, lo cual inhibe el
crecimiento de bacterias daninas. Algunas especies de lactobacillus son usadas
industrialmente para la produccién de yogur y otros alimentos fermentados.
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Example 75 Un ingeniero en alimentos requiere estudiar el crecimiento de
un determinado lactobacilo. El sabe que trancurrida una hora el ndmero de
lactobacilos es 1.5 veces la cantidad inicial Ngo. Si la rapidez de multiplicaccion
es proporcional al nimero de lactobacilos presentes N (t), determinar el tiempo
para el cual el nimero de lactobacilos se triplica.

Solucion

N(t) : numeros de lactobacilos al tiempo t
N(0) = Ny : condicién de frontera 1

N(1) = 1.5Ny : condicion de frontera 2

AN - rapidez de crecimiento o velocidad de multiplicacion de los lactobacilos

dt
Modelo matemdtico AN
— =kN
dt
La ecuacion diferencial resulta de variables separables
dN
— = k[dt
v -
InN = kt+c
N = ektJrc
o bien
N(t) = AeM

donde A = e°. Ahora, el trabajo serd encontrar los valores de los pardmetros
A y k. Aplicando la condicion de frontera 1

Ny = N(0) = A" = 4
por lo que
No=A

de este modo
N(t) = Noek!

por otra parte, aplicando la condicion de frontera 2
1.5Ny = N(1) = NoeF®
despejando k
k =1n(1.5) = 0.40547

asi, la solucién sin pardmetros de la ecuacién resulta
N(t) = Noe40547¢
por lo tanto, el tiempo para el cual se triplica la poblacién de lactobacilos es

3N, = Nyel40547t
In3

= 040547 = 2.7095 hrs = 2 hrs 42 min

Asumiendo que la cantidad inicial de lactobacilos fuera Ny = 1000, entonces
la gréfica se mostrarfa como
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Modelo de crecimiento (exponencial) de los lactobacilos.

Problem 76 Se sabe que cierta poblacion de zacatuches o teporingos (roedores
endémicos de la parte montanosa del centro del pais) aumenta con una rapidez
proporcional al nimero de individuos presentes en determinado instante. Si la
poblacion se cuatruplica en 63 dias. Determinar el tiempo en que la poblacidn
es 100 veces mayor.

Zacatuche o teporingo

3.2 Ley de enfriamiento de Newton

La ley empirica de enfriamiento de una substancia, a temperatura ambiente,
fue enunciada por Newton: "la rapidez con que la temperatura de un cuerpo
cambia es proporcional a la diferencia de su temperatura T'(t) y la temperatura

del medio T;, que lo rodea.
dr

= KT -T)
Problem 77 Un ingeniero metalirgico requiere enfriar a temperatura ambiente
el producto de fundicion hierro colado-aluminio. Si la aleacion muestra una
temperatura inicial de 1000 C' y el termdmetro ambiental marca 20 C.;En qué
tiempo la temperatura de la aleacion serd de 600C'? ;Cudl serd la temperatura
de la aleacion transcurridas 2 horas? La temperatura que registra la aleacion
transcurridos 15 mins es de 910 C.

Solucion

T4 =20
Condiciones de frontera
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T(0) = 1000

T(15) = 910
dr
— = k(T'-20
o ( )
dT
J7om = k[
In(T —20) = kt+c
T(t) = A +20
aplicando la primera condicion de frontera
1000 = T(0) = AeF® 420
A = 980
por la seqgunda condicion
910 = T(15) = 980e*(*%) 4 20
1 910 — 20
= —In(————) = —0.006422
k 15 n( 930 ) 0.006

por lo tanto la solucion a la ecuacion serd
T(t) = 980099422 4 20

para saber el tiempo en el que la temperatura de la aleacidon es igual a 600 C
hacemos

600 = 980670.00642226 +20
1 600 — 20
b= —sooeias (" ggg ) = 81676 mins = 1hr 21 min 40seg

ahora, la temperatura del cuerpo transcurridas 2 hrs = 120 min s es
T(120) = 980e~0-000422(120) 4 90 — 473.46 C

1000

8

— T(t)=980e °®**%+20
T=20

5 8

Tempera urade aleacion (Celcius)
8
T

Il Il |

T I T T
0 100 200 300 400 50 600 700 @ 8X
Tiempo (minutos)

Modelo matemaético del enfriamiento de una aleacién hierrocolado-aluminio.
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3.3 Experimento "Cuanto esperar para tomar el café"

Objetivo. Corroborar la ley de enfriamiento de Newton experimentalmente
utilizando café caliente.

Materiales.

1. Vaso desechable (pléstico delgado, no unicel)

2. Termoémetro (preferentemente de amplio rango 0—100 C'. Puede adquirirse
en distribuidoras de equipo para laboratorios)

3. Café caliente (aprox. 80 C. No rebasar la temperatura limite del ter-
moémetro usado, puede causar estallido en el bulbo si el termémetro fun-
ciona a base de mercurio)

4. Cronémetro

5. Bitdcora
Diseno experimental.

Antes de todo se debe medir la temperatura ambiente del lugar donde se
realizard el experimento. Se fija termémetro a vaso desechable con cinta adhesiva
y éste a su vez a una mesa de trabajo. Se vacia café caliente al vaso hasta 3/4
de llenado. Es importante que el vaso quede libre de contacto con otros objetos
que no sean el medio ambiente y la mesa de trabajo, esto para evitar un posible
aislamiento térmico. (Se agregan al reporte un par de fotograffas del diseno
experimental)

Procedimiento experimental.

Con el cronémetro en cero, se mide la temperatura inicial 7'(0) a la que se
encuentra el café. De este modo, se registra gradualmente el tiempo (en minutos
con decimales, por ejemplo, si el cronémetro marca 2 mins 18 segs se registra
2.3mins) por cada dos grados Centigrados durante el descenso de temperatura.
El nidmero de registros experimentales no deberd ser menor a 20.

A /

/
= |

Diseno experimental para "cudnto esperar para tomar el café"

Analisis de resultados.
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Con el uso de un graficador (origin, excel, mathemadtica, matlab, etc) se
plotean los resultados experimentales, temperatura versus tiempo, con escalas
adecuadas y con etiquetas en la base y costado de la grafica (véase ejemplo de
ploteo abajo). Por otra parte, se elige un registro cualquiera (¢,,7(¢,)) como
condicién de frontera y se establece el modelo

dT

o = KT -Ta)
TO) = T

T(t,) = Tn

Si la condicién de frontera no conduce a un modelo confiable, elegir otro
registro (t,,T(t,)). Finalmente se plotea la solucién en la grafica de registros
experimentales y se observa si el modelo de la ley de enfriamiento de Newton es
confiable en la descripcion del descenso de temperatura de una taza de café.

Conclusiones.

Se discute si el modelo es adecuado en todo momento del enfriamiento.
Ademss se deberd contestar las siguientes preguntas

Para qué rango de temperaturas el modelo se desvia apreciablemente de los
resultados experimentales?

. Cudl es la temperatura que alcanzard el café después de cuatro minutos
segiin el modelo? ;Cuédl es la temperatura lograda en el experimento a ese
tiempo? Calcula el error porcentual respecto al modelo.

(Cudl es el tiempo en llegar a los 50 C' segtin el modelo? ;Cual es el tiempo
obtenido en el experimento para esa temperatura? Calcula el error porcentual
respecto al modelo.

Se anexan comentarios y opiniones de todos los integrantes del equipo.

El reporte del anterior experimento debe por lo menos contener:

1. Pégina de presentacién (nombre del experimento, asignatura, equipo, etc)
2. Introduccién (breve descripcién de la ley de Newton)
. Objetivo (finalidad del experimento)

3

4. Diseno experimental (materiales, breve descripcién del disefio)

5. Registro de datos (tabla de registros experimentales, con unidades)
6

. Analisis de resultados (grificas de resultados mas grafica del modelo, so-
brepuestas para hacer el cotejo)

7. Conclusiones

8. Bibliografia
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80 - 1a Condicion de frontera (O min,80 C)

70 O  Experimento
. Modelo

B 2a. Condicion de frontera (0.9 min,54 C)

Temperatura (Centigrados)

_ Temperatura ambiente T,=20

o

T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
tiempo (minutos)

Ejemplo de ploteo experimento versus modelo matemaético

3.4 Teorema de Torricelli

Suponga un liquido no viscoso e incompresible (agua) contenido en un recipiente
que posee un orificio pequeno a una distancia y del nivel del liquido. La velocidad
de salidad del fluido por el orificio estd dado por

v =1/2gy

donde g = 9.8 m/s? es la aceleracién de la gravedad. Este resultado de la
hidrodindmica se le denomina teorema de Torricelli.

y
|

\
Teorema de torricelli

Problem 78 Un depdsito cilindrico sin tapa de 1.5 m de didmetro y 2 m de
alto contiene etanol. Bajo el nivel de liquido, a 1.8 m, se encuentra un conducto
tapado de 2 e¢cm de didmetro. Si se requiere drenar el depdsito hasta que el
nivel alcance 1 m respecto del conducto,scudnto tiempo se necesita hacer fluir
libremente el liqguido? ;Qué nivel mostrard el depdsito si el etanol fluye durante
30 min s.
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Solucion
El diferencial del volumen que fluye por el tubo de desagiie es

dV = wridc
7/ 2gydt
o bien

% = —mr?\/2gy

el signo negativo significa que el volumen va en disminucién. Por otro lado,
empleando la regla de la cadena para la variacion de volumen respecto al tiempo
es

v _ dvdy
dt dy dt
_ d 2 Ay
= dy(ﬂR )
dy
= gR?Z
T

igualando estos dltimos resultados

dy r? 1
at - RV

FEsta es una EDO no lineal, en particular, una ecuacion de Bernoulli. Sin
embargo, observamos que puede resolverse por el método de variables separables

1 7
/y 2dy = —ﬁ\ﬂg/dt

= —kt+c

Nl

Y
o bien, sabiendo que k = %\/@
y(t) = (—kt + 0)?
ahora aplicando la condicion de frontera
1.8 = y(0)
obtenemos

18 = y(0) = (-3.9353 x 1074(0) + k)
= V1.8=1.3416

por lo tanto, la solucion particular de la EDO resulta

y(t) = (—3.9353 x 107 + 1.3416)2
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Nivel de etanol versus tiempo

Asi, el tiempo requerido para drenar el etanol hasta un nivel de 1 m respecto
del tubo de desagiie es

1 = (—3.9353 x 107 +1.3416)?
t = 868.04 seg =14 min 28 seg

y el nivel del etanol después de haberlo drenado 30 min resulta

y(t) = (—3.9353 x 107*(30 % 60) + 1.3416)>
0.401m

como una observaciéon importante, notamos que el tiempo de desagiie total
es de

0 = (—3.9353 x 10~ * + 1.3416)?
3409.1 seg = 56 min 49 seg

3.5 Ecuacién logistica

El crecimiento no acotado de una poblacién estd dado por

AN
S kN
dt

este modelo poco realista no considera elementos que frenan en crecimiento
de una poblacion, tal como la competencia por alimento y espacio, enfermedades,
depredadores, etc. Si consideramos que la tasa media de mortalidad es propor-
cional al nimero de individuos presentes NV, entonces, la velocidad de crecimiento
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por individuo en una poblacién resulta

%% = tasa media de natalidad — tasa media de mortalidad
o bien 1 dN
2 4N
Nat 47?

donde a es la tasa media de natalidad y bN es la tasa media de mortalidad.

Reescribiendo IN
— —aN = —bN?
dt

que resulta una EDO de Bernoulli. A esta ecuacién se le denomina funcidn
logistica

3.6 Solucién de la ecuacién logistica

Identificando
s(t) —a
r(t) = -b
n 2
por lo tanto
p(t) = (I-n)s(t)=a

f) = (—n)s(t) =0

la ecuacion lineal resultante es

"
o tau=
el factor integrante
a/dt
pit)y=e/ =
por lo que
u o= s [ o
p(t) u(t)
1 at c
b 1 . c
= )
u = —+ce ™
a

o1



finalmente

N = ut—z
b —at\—1
= e
_ 1
a g—f—ce*at

el problema estd sujeto la condicion de frontera

1
Ng = NO)=+———
0 () g—'—Ceia(O)
e o= Lt
- NO a

por lo que la solucion resulta

1

et (F -2

a

N(t) =

Remark 79 Obsérvese que la poblacidn tiene un limite de crecimiento cuando
el tiempo es muy prolongado

N(tﬂoo):%

Problem 80 Un estudiante portador de virus de gripe regresa de vacaciones de
semana santa a un campus aislado de UPVM con 1000 estudiantes. Si la rapidez
con que el virus se propaga es proporcional no sélo al nimero de estudiantes
contagiados N, sino también, al nimero de estudiantes no contagiados 1000— N,
determinar el nimero de estudiantes contagiados despues de 9 dias. Se observa
como condicion de frontera que N(4) = 50.

Solucion

Sea N el numero de individuos enfermos en un instante cualquiera. FEl
modelo matemdtico que resulta de la propagacion del virus

dN
— = kN(1000 — N
o ( )
sujeta a la condicion de frontera
NO)=1
reescribiendo la ecuacion
dN
—— = 1000kN — kN?
dt
identificamos
a = 1000k
b = k
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de este modo la funcion logistica del problema resulta

N(t) = !

_k 1_ __k \,—1000kt
to00% T (T — Tooo%)€
1000

1 4 999¢— 1000kt

aplicando la condicion de frontera

1000
50 = N = T g99e- 000k (D
—1000k = —0.99058
de este modo 1000
N(t) = 1 + 999¢—0-99058¢
1200
Poblacion limite
» 1000 - —_—
g
§ 8004
é 600
5
g 00 N(t)=1000/(1+999¢ ***%)
g 200
=z
0 2 4 6 8 10 12 14
tiempo (dias)

Modelo de propagacién de la gripe
Asi, el nimero de estudiantes infectados por la gripe a los 9 dias resulta

1000
N = 1 + 999¢—0-99058(9)

= 881.68

Observamos que para un tiempo muy prolongado
N(t — oo0) = 1000
como efectivamente sucederia si no hay cuarentena con los estudiantes con-
tagiados.
3.7 Experimento "El tiempo a chorros"

Objetivos. Corroborar el modelo matematico (teorema de torricelli) que de-
scribe el flujo de agua de un recipiente a través de un conducto. Disenar
un reloj de agua.
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Materiales.

1. Recipiente cilindrico con capacidad para cinco litros de agua (es impor-
tante que el recipiente tenga el mismo didmetro interno en cualquier parte
del cuerpo, que no posea endiduras o surcos en su contorno como los en-
vases de refrescos)

2. Agua sin impuresas

3. Tubo cilindrico (popote) de 2 em de alto y 3 mm de didmetro interno
aproximadamente (medir exactamente el didmetro con un vernier)

4. Cronémetro

5. Cinta métrica de papel graduada en milimetros

6. Pegamento silicén

7. Marcador permamente punto fino o mediano

8. Bitacora

Diseno experimental.

Realizar un orificio con ayuda de una punta metdlica incandecente del tamano
del diametro del popote, que esté a 3 cm de la base del recipiente aproximada-
mente. Sellar cuidadosamente con silicén los intersticios entre el popote y la
pared del recipiente para evitar fugas. Se pega la cinta métrica verticalmente a
un costado del recipiente a modo de indicador del nivel de agua. Finalmente se
vierte el agua al recipiente hasta un nivel inicial (el requerido para que tarde en
fluir completamente el agua exactamente 10 minutos, véase abajo el ejemplo),
esto con el cuidado de tapar previamente el conducto de salida (se agregan al
reporte un par de fotografias del diseno experimental)

Procedimiento experimental.

Con el cronémetro en cero, se destapa el conducto y se registra gradualmente
el nivel en milimetros (nivel: altura del agua respecto al centro del orificio) cada
treinta segundos durante todo el desagiie. El nivel inicial debe elegirse de tal
forma que se registren 20 datos experimentales.

Nivel de agua (en milimetros) y(t) Tiempo (en segundos) ¢

y(0)=1L 0
y(30) 30
y(60) 60
y(90) 90
5(600) =0 600

Estos 20 niveles determinardn cada uno de los 30 segundos que tarda el agua
en fluir completamente del recipiente. Los niveles se indican en la cinta
métrica empleando el marcador permanente.
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Anadlisis de resultados.

Con el uso de un graficador (origin, excel, mathemdtica, matlab, etc) se
plotean los resultados experimentales, nivel de agua versus tiempo, con escalas
adecuadas y con etiquetas en la base y costado de la grafica (véase ejemplo de
ploteo abajo) y a la par, también se plotea el modelo matemético. Finalmente
cotejando las gréficas se observa si el modelo matematico (teorema de Torricelli)
es confiable en la descripcién del del flujo de agua de un recipiente a través de
un conducto.

Conclusiones.

Se discute si el modelo es adecuado en todo momento del desagiie. Ademas
se deberd contestar las siguientes preguntas

;,Cudl serd el nivel del agua despues de 8 min segin el modelo? ;Cuél es
el nivel registrado en el experimento? Calcula el error porcentual respecto al
modelo.

;Cudl es el tiempo en llegar el agua a la mitad del nivel inicial L segin
el modelo? ;Cudl es el tiempo obtenido en el experimento?. Calcula el error
porcentual respecto al modelo.

Se anexan comentarios y una opinién concensada de todo el equipo de
trabajo.

El reporte del anterior experimento debe por lo menos contener:

—_

. Pégina de presentacién (nombre del experimento, asignatura, equipo, etc)
2. Introduccién (breve descripcién del teorema de Torricelli)

Objetivo (finalidad del experimento)

Diseno experimental (materiales, breve descripcién del diserio)

Registro de datos (tabla de registros experimentales, con unidades)

A

Andlisis de resultados (graficas de resultados més grafica del modelo, so-
brepuestas para hacer el cotejo)

7. Conclusiones

8. Bibliografia

Considere un recipiente y tubo de desagiie con didmetros internos R =
75 mm y r = 1.5 mm, respectivamente
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Cinta
métrica

L: nivel inicial

De las dimensiones del dispositivo experiental tenemos que
" oy = — L5 /56800 = —0.098
2Rz VI T T o(7m) -

donde se ha empleado la aceleracién de la gravedad g = 9800 mm/seg®. La
solucién a la ecuacién diferencial que describe el descenso del nivel de agua a
un tiempo t, se reduce por tanto a

y(t) = (—0.028t + k)*
Para obtener k aplicamos la primera condicién de frontera

L = y(0)=(-0.028(0) + k)*
k= VL

donde L es el nivel inicial. Luego, aplicando la segunda condicién de frontera
(el nivel de agua cero al trancurrir 10 min = 600 seg)

0 = y(600) = (—0.028 % 600 + VL)?
= 28224 mm

Finalmente el modelo matematico resulta
y(t) = (—0.028t 4 16.8)?

Los resultados experimentales obtenidos para el flujo de agua durante 10 min
son
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Experimento Hodelo
Tiempo {seq) = Mivel de agua = Nivel de agua
{mm) {mom)
o 268.13 282.24
a0 " 274G 26472
60 217.18 228.61
a0 o241 203.92
120 171.60 180.63
150 " 16670 158.76
180 131.38 138.30
210 To125.21 119.25
240 96.53 101.51
270 " 8965 85.38
300 67.03 70.56
330 " BODO1 57.15
360 4290 4516
390 " 3.0 34.57
420 2413 25.40
450 " 1852 17.64
480 10.73 11.29
510 " BE7 6.35
540 268 2.82
570 " 074 0.71
600 0.00 0.00

El ploteo de los resultados experimentales versus el modelo matemaético se
muestra como sigue

300

2504 Modelo matemético
é’ o Experimento
B
2 200
E
S 150
<
2
g 1004 y(t)=(-0.028t+16.8)?
I}
=
Z 50

0 T T T T

T T
0 100 200 300 400 500 600
Tiempo en segundos

Al observar el ajuste confiable (error no mayor al 5%) del modelo respecto
al experimento, concluimos que el dispositivo experimental puede utilizarse sat-
isfactoriamente como un instrumento de medicién del tiempo segiin el nivel de
agua, esto es, como un reloj de agua.
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4 Unidad. Ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden superior

4.1 Elaboracién de una segunda solucién a partir de una
solucién conocida para ecuaciones lineales homogenéas
de segundo orden

Considérese la ecuacién
Y+ plx)y +qx)y =0

donde p(z) y g(x) son continuas en algun intervalo I. Ademds supéngase
que se conoce la solucién y; # 0 en I de dicha ecuacién. Si se asume yo = uy;
como una segunda solucién se tiene que

Yo = uyi+yi
ys = uyy +2u'y; + oy’

sustituyendo en la ecuacién homogenea

yiu” + (2y1 + pyr )’
pw' + 2y +py)w = 0

donde w = u’. Resolviendo la ecuacién lineal resultante

e—fp(:v)dm

W= G

e—fp(l‘)da:
u = cldex + o

haciendo c; = 0 y ¢; = 1 y recordando que y2 = uy;

effp(m)dx

dz
y3

y2=u1f

Example 81 Halle una sequnda solucion de cada una de las siguientes ecua-
ciones lineales homogéneas de sequndo orden

1Ly 4+4y =0; y1 =1
p(x) =4
e—4fdw 1

— _ —4x

2.y — 4y +4y =0; y, = e**

p(z) = —4
4fdm

(&
Yo = 62zf7(621)2 dr = J}€2m
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3.y + 16y =0; y; = cosdx

p(z) =0
e—(O)fdac
Yo = cosdaf de = cos4x [ sec? dxdx
1 1 in 4 1
= 1 cosdx tandx = 1 cos4x2§;4z =1 sin 4x

Tarea 8. Encuentre la segunda solucion a las EDO de segundo orden homogéneas
1. y" —y=0; y; =coshz
2.9y — 12y + 4y =0; y1 =%

22y — Ty + 16y = 0; y, = 24

zy’" +y =0; yy =lnzx

oro W

(1-2z—2?)y" +2(1+2)y —2y=0; y1 =z +1

4.2 Ecuaciones lineales homogeneas de segundo orden con
coeficientes constantes

Sea la ecuacién homogenea de segundo grado
ay”" +by' +cy=0

donde a, b, ¢ son nimeros reales. Ensayando la solucién y = ™"

mx
y = ¢
’
y — memib
" 2 _mx
Yy = m-e

sustituyendo en la ecuacién homogenea
e (am?® +bm +c) =0

am? 4+ bm + ¢ = 0 se denomina ecuacion auziliar o ecuacion caracteristica.
Resolviendo esta ecuacién obtenemos tres casos:

Caso 1. Las soluciones son reales y distintas, m, # ms

y =c1e"7 4 coe™?”

Caso 2. Las soluciones son reales e iguales, m; = mo

y = cre™T + cowe™*
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Caso 3. Las soluciones complejas, m1 = a+if8; ma = a— i3 (donde v—1 =1
es la unidad compleja)

y = c1e** cos fx + coe“® sin B

Example 82 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas de
sequndo orden con coeficientes constantes

1. 2" =5y —3y =0

om? —5m—3 = 0

m = ——;ma=3

la solucién general es

_1 :
y=cle 2%+ cpe3®

2. y" — 10y +25y =0

0

m; = m2:5

m? — 10m + 25

la solucién general es

y = c1€” + cowe®
3.y +y' +y=0
m>+m+1 = 0
o LoV 1 VB,
T2 2 T e g

la solucién general es

3 3
y= cle*%z cos 7:0 + 6267%30 sin gx

Example 83 Resolver la ecuacién homogenea 3" — 4y’ + 13y = 0 sujeta a
y(0) = -1, y'(0) =2
solucién
m?—4m+13 = 0
my = 243 me=2-—3i

la solucién general es

y = ¢1%® cos 3x + €2 sin 3z
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aplicando la primera condicién de frontera
—1 = y(0) = ¢, cos 3(0) + c2¢*V sin 3(0) = ¢

de modo que
_ 2x 2x _:
y = —e“cos3x + cae”" sin3x

Yy = e*(3(sin3z) — 2 (cos3x) + 3¢z (cos 3z) + 2¢y (sin 3x))
aplicando la segunda condicién de frontera

2 = y"(0) = e2(3(sin 3(0)) — 2 (cos 3(0)) + 3¢z (cos 3(0)) + 2¢5 (sin3(0))) = —2 + 3o

<

C =

[SCRIE

la solucién particular resulta

3
y = —e?® cos 3z + Ze% sin 3z

Tarea 9. Obtenga la solucién general de las siguientes ecuaciones lineales ho-
mogenéas. Posteriormente aplique las condiciones de frontera correspon-
dientes para encontrar las soluciones particulares.

1. ¥+ 16y = 0; y(0) =2, y'(0) = —2
2.y —y=0; y(0) =y'(0) =1

y" + 6y + 5y =0; y(0) =0, y'(0) =3
y' =8y + 17y =0; y(0) =4, y'(0) = -1
2y" =2y +y=0; y(0)=-1, ¥'(0) =0
y' =2y +y=0; y(0) =5, y'(0) =10
y' +y +2y=0; y(0) =y'(0) =0

dy" —dy' =3y =0; y(0) =1, y'(0) =5
y' =3y +2y=0; y(1) =0, y'(1) =1

10. y" +y=0; y(3) =0, y'(

© ® N o ooe W

) =2

w3

4.3 Ecuaciones diferenciales de segundo orden no homo-
geneas. Variacién de pardmetros

Supdngase la ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea

y' + P(z)y' + Q(z)y = f(x)
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Sea y. = c1y1 + cay2 la solucién de la ecuacién homogénea asociada y” +
P(z)y’ + Q(x)y = 0 denominada funcién complementaria. Propongamos la
solucion particular a la ecuacién no homogenea

Yp = ur(@)y1(2) + uz(z)y2()
Exigiendo yyu} + yous = 0 obtenemos en la ecuaciéon no homogénea
ui(yy + Pyi + Qu1) +ua(yy + Pys + Qye) + yruy + yhuy = f(x)
de estas dos ultimas ecuaciones obtenemos el sistema

yiuy +youy = 0
yiuy +youy = f(x)

cuyas soluciones resultan

u/1 _ y2f($)
w
w
_ Y Y2 . .
donde w = vy = 0 se denomina el wronskiano de y1 y ya.
1 Y2

De este modo obtenemos la solucién general de la ecuacién diferencial de
segundo orden

Y = Yet+Yp
Yy = c1y1 + coy2 + uryr + u2y2

Example 84 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones por el método de
variacion de pardmetros.

1.y +y=tanz

la ecuacion auzxiliar de la ecuacidn homogenea es
2 _n. . _
m-4+1=0; my =1, mg=—1

la funcién complementaria es

Yo = c19% cosz + ceD? sinx = ¢q cosx + ¢y sinx
y1 = cosz; y; =—sinz
Y2 = sinx; yh = cosx

el wronskiano resulta

cosx sinz
—sinz cosx
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luego
2

, —sinzxtanz sin” x 1—cos?z
Uy = =— =— = —8ecx + cosT
1 cosT cosT
u; = —lIn(secx +tanz)+sinz
, cosxtanx .
U, = ————— =sinz
1
Uy = —COSX
la solucion particular es
yp = cos z(— In|secx + tan z|+sin x)+sin z(— cosx) = —cosz In |sec x + tan z|

la solucion general resulta

Y = c1C08x + casinx — cosx In [sec z + tan x|
Yy +y =sec’x
la ecuacion auziliar de la ecuacion homogenea es

m?>4+1=0; my =i, mo = —i

la funcion complementaria es

Ye = c19% cosz + coeD% sinx = ¢ cosx + ey sinx
Y1 = cosx; y; = —sinx
Y2 = sinx; yh = cosx

el wronskiano resulta

cosx sinz

—sinz cosx

luegoluego
: 2
, —sinxsec” x .
up = ———— = —sinx( )secz = —secz tanx
1 coszT
up = —secx
2
p cos T sec” x
Uy = ————— =Sece
1
us = In|secz + tanz|
la solucion particular es
Yyp = —cosxsecx +sinzln|secx + tanz|

= —1+sinzln|secz + tanz|

la solucion general resulta

y=crcosx + cosinx — 1 + sinzx In [sec x + tan x|
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3.y —dy = e

x
la ecuacion auxiliar de la ecuacion homogénea es

m?2—4=0; m =2, mg=—2

la funcién complementaria es

2z —2z
Yo = c1e 4 coe” "
2x, ! 2x
vy = €7 = 2e
—2x, !l —2x
Yy2 = € ;Yo = —2e
el wronskiano resulta
_ 62x 672x B 4
w = 2621 267230 -
luego
2x
, eT2we 1
u; = £ =
—4 4z
1
Uy = 1 Inz
2z
, 6216 643:
UQ == z - -
—4 4x
1 e4a:
Us —— | —dx
4f T
la solucion particular es
1 1 et
2x —2x
Yy, = — Inxe™ — —e —dx
Py 4 f T

la solucion general resulta
y = c1e®® + e + 162“" Inz — 1engcfeizda:
4 4 T

Tarea 10. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden
por el método de variacién de pardmetros

9x
e3T

1.y —9y =
2. y" —y=uze"; y(0)=1, y'(0)=0

3. y'+y=cotx
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4. y" +y =secx
5.y +4y + 5y =e *Tsecx
6. ¥y’ — 2y + 5y =e* tan2zx

Ty 46y 4+ 9y = S

3

8. y'—2y +y=ze*lnz

4.4 Ecuacién de Cauchy-Euler
La ecuacion diferencial de la forma

d” _drt d
anl’ndxin +ap_12" 1dx”}{ +ot alx% taoy = f(CC)

donde ay, k£ = 0,1,...,n son constantes, se denomina ecuacion de Cauchy-
FEuler o ecuacion equidimensional. En esta unidad se estudiard el caso particular
n = 2, es decir ,
d d
axzd—xg + bxﬁ +cy = f(x)
Meétodo de solucion:
Se propone la solucién y = ™ a la ecuacién homogénea. Esto es

az’m(m — 1)2™ 2 + bama™ ! + ca™ =

2™ (am(m — 1) +bm + ¢)

0
la funcién propuesta es solucién para las raices de la ecuacion caracteristica
am? +(b—a)ym+c=0
Caso 1. Si my # ms € R. Entonces la funcién complementaria seria

Yo = 1™t 4 cox™?

Caso II. Si m; = ms € R. Entonces la funcién complementaria seria

Ye =12 + cox™ Inz

— | Ldax
donde se ha obtenido la segunda solucién empleando y, = ™ [ < S dx

L

2
a partir de la forma reescrita 37% %% —5y = 0y con el hecho de que
m= — b2—a
a

Caso III. Si m;y = a+ Bi, me = a— Fi € C. La funcién complementaria
resulta
Yo = c12” cos(Blnx) + caz®sin(f Inz)
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Finalmente, la solucién general de la ecuacién no homegénea resulta y =
Ye + yp donde la solucién particular y, se obtiene por el método de variacién de

pardametros
U = _ny(m) Ul = y1f($)
! axw 2 axw

Example 85 Resolver las siguientes ecuaciones de Cauchy-Fuler por el método
de variacion de pardmetros.

1. 22%" +5zy +y=2%—=x

Las soluciones ecuacidn caracteristica
2m* + (5—-2)m+1=0

son m; = —1, mg = —%. La funcion complementaria resulta

_ 1
Ye = C1T 1—|—623: 2

Por otra parte

o= a7 ! y=—z""
= X % ! = 1;57%
Y2 = Yo = 2
flx) = 2> -z
el wronskiano resulta
O B Y-
v —z72 —%m*% — o
De este modo
—L2
uy = xlz(x x):azf:rz
5x 2212
1 1
uy = 71:2—§x3
)
—1(,.2
T (zf -z 3
uh = 1(7§ 2):902—\/5
5T 22x
2 5 2 3
Uy = =—x2 — —x2
5 3
Por lo tanto la solucion general a la ecuacion de Cauchy- Fuler resulta
—1 _1 -1 ]- 2 ]- 3 1 2 5 2 3
= azx cr”2 4z (za” — xT2(-x2 — -2
= cr t+ec x_%—i—i:ﬁ—lx
- ? 157 6
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2. 2%y’ — 22y’ + 2y =23Inx
Las soluciones ecuacidn caracteristica
m?+(—2—-1)m+2=0
son my =1, mg = 2. La funcidon complementaria resulta
Yo = C12 + c22”

Por otra parte

B = T yp =1
y» = 2’ Yy = 2w
fz) = 2°hz
el wronskiano resulta
w— |t z2 _ 2
1 2z
De este modo
, 22z lnx
o= s 55 = —zlnx
up = ixQ — %:CQ Inx
Y
o rzdlnz I
2T 22
uy = xzlnx—x

Por lo tanto la solucion general a la ecuacion de Cauchy- Fuler resulta

1 1
y = cr+er’ + x(ZzZ - 51:2 Inz) +2%(zlnz — x)

1 . 3

= cix+cox? + 53:‘3 Inx — Zazs
Tarea 11. Resolver las siguientes ecuaciones de Cauchy-Euler por el método
de variacién de pardmetros
x2y" — dxy' + 6y = 4z — 6
x%y" — by + 8y = 223
2%y — 3xy’ + 3y = 2xte”
222y +5xy +y =122 —x
22y" —2xy' + 2y =23 Inzx
222y — 3wy’ — 3y =1+ 2z + 22
2y + 9zy' — 20y = %

®© N e g s W b

22y —zy +2y =xlnzw
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5 Unidad. Aplicacién de EDO de orden supe-
rior

5.1 Oscilador arménico simple
5.1.1 Ley de Hooke

Suponga un resorte sujeto al techo. Si se pende una pesa de un kilogramo el
resorte se elongara 15 c¢m. Duplicando el peso a 2 kg el resorte se estira 30 cm,
es decir el doble de la elongacién anterior.

P

Resorte
relajado

Podemos establecer que la elongacion x del resorte es proporcional a la fuerza

F que actua al deformarlo
F=—kzx

donde k, la constante de proporcionalidad, indica la rigidez del resorte (a
mayor rigidez, mayor k). A esta propiedad mecdnica se le conoce como la ley
de Hooke. El signo menos indica que la fuerza ejercida por el resorte es opuesta
al desplazamiento.

5.1.2 Segunda ley de Newton. Fuerza y aceleracion

Consideremos el ejemplo del atleta de la unidad anterior. La posicion del atleta
respecto del tiempo estaba dada por

z(t) = t*

establecimos que la velocidad con la que corria estaba dada por la derivada
de la posicién
_dr_y,
==

observamos que la velocidad del atleta es variable y depende del tiempo. Por
ejemplo, la velocidad a los 4 y 10 segundos serd (en metros sobre segundos)

a'(t)

() = 2(4)=38
2/(10) = 2(10) =20
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La magnitud fisica que describe la variacién de la velocidad en el tiempo se
denomina aceleracion y se obtiene derivando la velocidad, o equivalentemente
mediante la sequnda derivada de la posicidn

A2z

= =Gz

para el caso del atleta, la aceleracién es constante
2 (t) =2

La aceleracién es una magnitud que indica qué tan rdpido cambia la veloci-
dad en un lapso de tiempo de un cuerpo que se mueve. La relacién entre la
aceleracién de un cuerpo y la fuerza que la provoca fue establecida por Issac
Newton:

"La aceleracion a que experimenta un cuerpo es directamente proporcional
a la fuerza F neta que la produce, siendo la constante de proporcionalidad la
masa m del cuerpo”

F=ma

5.1.3 Oscilador arménico simple

Suponga un dispositivo consistente de un cuerpo de masa m atado a un resorte,
y éste a su vez fijado a una pared. Si desplazamos el objeto, el resorte ejercerd
sobre €l una fuerza proporcional al desplazamiento (ley de Hooke).

Ley de Newton

e ma=F =kx

S i T
= m Ley de Hooke

X

de aqui que la ecuacién diferencial que rige el movimiento del objeto es

d’*z

o bien
r4+wlr=0

donde w = \/% se denomina frecuencia angular y el doble punto sobre la
equis indica la segunda derivada respecto al tiempo. El dispositivo se denomina
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oscilador armdnico simple. La solucién de la anterior ecuacién diferencial se
reduce a la solucién de la ecuacién caracteristica
m? +w? =0
esto es

mp; = —iw

ms = 1w

de este modo, el modelo matemético que describe el movimiento del oscilador
armoénico simple resulta

z(t) = ¢1 coswt + co sinwt

La cacacteristica principal del movimiento oscilatorio es su periodicidad. El
periodo T se define como el tiempo en que tarda el cuerpo en recorrer un ciclo

completo

T=2T

w

Example 86 Un oscilador armdnico simple consistente de una masa de 300 gr
sujeta a un resorte de constante k =6 %, se desplaza 10 cm y se suelta desde
el reposo. Obtener la ecuacion de movimiento empleando las condiciones de
frontera. ;cudl es la posicion y velocidad de la masa a los 2 sequndos? scudl es
su periodo?

solucién:
condiciones de frontera

m =300 gr = 0.3 kg
k=6 %

w=4/g5 =4.4721

la solucién general resulta pues
2(t) = c1 cos84. 472 1t + ¢co sin 4. 472 1t
aplicando la primera condicién de frontera

0.1 = z(0) =c10084.4721(0) + cosin4. 4721(0)
c1T = 0.1

de este modo

z(t) = 0.1cos4.4721t + cosin4.4721¢
@(t) = —0.44721sind. 4721t + cod. 4721 cos 4. 472 1t
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aplicando la segunda condicién de frontera

0 = x(t) = —0.44721sin4.4721(0) + co4. 4721 cos 4. 472 1(0)
Cy = 0

asf, la solucién particular del oscilador armdnico simple es

x(t) = 0.1cos4.4721¢

= T=1.4050 =

WA AN
e

Posicién del oscilador armdnico simple

Posicién (metros)

005 4

x(0) =-0.088
X (0) =-0.206
La posicién a los 2 segundos

2(2) = 0.1cos4.4721(2)
= —0.088

la velocidad a ese tiempo

(2) = —0.44721sin4.4721(2)
= —0.20674

—— X(1)=-0.44721sin(4.47211)

1
v \/ Te/v\<(74undos)

El periodo del oscilador es

0.5+

0.0

Velocidad (m/s)

-0.5

2T
4.4721

T = =1.4050
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Tarea 11. Resolver los siguientes problemas sobre osciladores arménicos

1. Un cuepo que pesa 200 gr estira un resorte 6 cm. Dicho cuerpo se suelta
en t = 0 desde un punto que estd 8 cm bajo la posicién de equilibrio,
con una velocidad hacia arriba de 2 m/s. Determinar la funcién z(t) que
describe el movimiento libre resultante. ;Cudl es la velocidad en los puntos
de amplitud méxima? ;Cudl es la velocidad en la posicién de equilibrio
xz =07

2. Un resorte estd suspendido de un techo. Cuando el resorte se le fija en
su extremo libre un cuerpo que pesa 30 kg, se estira 15 cm. Se le quita
dicho cuerpo y una persona, asiéndose del extremo del resorte, empieza a
oscilar verticalmente con un periodo de 1 s. ;Cudnto pesa la persona?

3. Una fuerza de 400 N estira un resorte 2 m. Una masa de 50 kg se sujeta
al extremo del resorte y se le suelta desde la posicién de equilibrio con una
velocidad dirigida hacia arriba de 10 m/s.Halle la ecuacién de movimiento.

5.2 Oscilador arménico amortiguado

Al actuar una fuerza de friccién proporcional a la velocidad del oscilador, la
ecuacién de movimiento resulta

d*z dz

reescribiendo ) _
T+ 2yz +wiz =0

que resulta una EDOL2 homogénea, donde v = b/2m el constante de amor-
tiguacion. Resolviendo
m? 4+ 2ym+w? =0

ecuacién caracteristica con soluciones

my = =7+ VY —w?
my = —y—/7?—w?

Caso 1 (y > w). Las soluciones son reales y distintas, m; # mq

2= ayeCTHVE=O g o(mr= VARt

haciendo a1 = (¢1 + ¢2)/2, az = (¢1 — ¢2)/2
z(t) = e " (c; cosh /72 — w2t + ¢y sinh /72 — w?t) (sobreamortiguado)

e " factor de amortiguacion.
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Caso 2 (y = w). Las soluciones son reales e iguales, m; = my = —v

z(t) = e (1 + cat) (criticamente amortiguado)

Caso 3 (y < w). Las soluciones complejas, my = —y+i\/w? —y2; mg = —y—

iw? — 2
z = e (1 cos v/w? — 72t + ¢y sin /w? — ~21)
haciendo ¢y = Asin¢, co = Acos¢
z(t) = Ae” "sin(v/w? — 2t + @) (subamortiguado)
Ae™ "t amplitud de amortiguacion, ¢ fase.

Example 87 Un oscilador armdnico con masa de 200 gr y constante de re-
sorte 0.8 N/m se sumerge en tres sustancias viscosas con distintas constantes
de amortiguamiento (b = 0.1,0.8,2 (kg/s)). Se estira 12 cm desde la posi-
cion de equilibrio y se deja oscilar desde el reposo. Obtenga las ecuaciones de
movimiento en cada caso y distinga el tipo de amortiguamiento (sobreamor-
tiguado, criticamente amortiguado o subamortiguado). Finalmente grifique y
realice un andlisis comparativo.

Solucion

frecuencia angular

v 08 N/m »
= — = - =9
“=\m 0.2 kg 59

condiciones de frontera

z(0) = 0.12
x(O) = 0
a)b=0.1
b 0.1k
v = = 79/8 =0.25 seg_1

T 2m 2%02kg
subamortiguado (v < w)

z(t) = Ae "' sin(1.984 3t + ¢)
aplicando la primera condicion

0.12 = (0) = Ae’sin(1.9843(0) + )
= Asin¢
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aplicando la segunda

= 2(0) = 1.98434¢° cos(1.984 3(0) + ¢) — 0.25A¢" sin(1. 984 3(0) + ¢)
1.9843Acos ¢ — 0.25Asin ¢

resolviendo
1.9843
t =
an ¢ 0.25
¢ = 1.4455 rad
0.12
= Gniaapp 1209 m

solucion particular
z(t) = 0.12095¢ %% sin(1. 984 3t + 1. 445 5)

b)b=08
_i_ 0.8 kg/s
T om T 2502 kg

criticamente amortiguado (y = w)

2 seg™!

z(t) = e ?*(cy + cot)
aplicando la primera condicion

012 = (0) = €%(c; + ¢2(0))
o = 012

aplicando la segunda

0 = 2(0) = coe® —2e°(0.12 + ¢2(0))

Cy = 0.24
solucion particular

z(t) = e721(0.12 + 0.24¢)
c)b=2
b 2 kg/s _
= —= 5
T om T 2%02kg %Y

sobreamortiguado (y > w)

1

z(t) = e (¢ cosh V21t + ¢, sinh V/21t)
aplicando la primera condicion

0.12 = z(0) = €°(c; cosh v21(0) + ¢ sinh v/21(0))
cg = 0.12
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aplicando la segunda

0 = z(0) = e’(c;V21sin v21(0) + c2v/21 cosh v21(0))
—5€°(¢; cosh v21(0) + ¢ sinh v/21(0))

5(31
o = 22 _0.13093
? V21

solucion particular

z(t) = e~°1(0.12 cosh v/21t + 0.13 sinh v/21t)

0.15+
- - - -sobreamortiguado (gF5)
e criticamentelamortiguadol(gF2)
0.10 ——Isubamortiguado((g-0.25)
W=2

0.05

xmo/ \3/91

0.00

Amplitudi(m)

10.054

0.10-

5.3 Oscilador arménico forzado con amortiguamiento. Res-
onancia

Un oscilador amortiguado puede estar sujeto a una fuerza periodica externa

d? d
mﬁf = —kx — bd—:: + F coswt

reescribiendo la ecuacién de movimiento
iwt

- . 9 F
z+2vz +wpz = e

()



donde e’ = cos at+1isin ot ecuacién de Euler, z = x + iy variable compleja.
Se propone la solucién

2z = RFe™?

que debe satisfacer

F
((iw)? 4 2 (iw) + wg)RF =
o bien
R o_ wd — w? — 2ywi
m((w3 — w?)? + 4v2w?)
_ |R| efw
donde
1
|R‘2 = 200, 2 2\2 2, 2\2
m?((wg — w?)? + 4vy2w?)
ImR 2yw
tanf = -— = -
o ReR wi—w?
la solucién resulta
z(t) = Re(|R|e Fe™t)

|R| F' cos(wt — 6)
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6 Unidad. Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién definida para ¢t > 0. La transformada de Laplace se define

L)} = Jg e
Example 88 Calcular £{1}

Sea f(t) = 1, entonces

s 1 v 1.1
L{1} = [, “ :[—ge t]oz(—O—i—g):;,sZO

Sea f(t) = ag(t) + Bh(t), entonces la transformada de ﬁ{f(t)} resulta

Liag(t) + Br(t)} = [ e *(a ( )+ Bh(t))dt = [7"e™ (ag(t)) + [ e (Bh(t))dt
= afy e g(t) + B[y e h(t)dt = aﬁ{g( )} + BLLA( )}
es decir, la transformada de Laplace es una operacidn lineal.
Example 89 Calcular L{t}
Sea f(t) = t, entonces integrando por partes
u=t, du=dt
dv=e*tdt, v=—1le st
L{t} = [Te tltdt= Lt T m(—le_”)dt
0 s o 0 s
t (o]
— |:est _ ]'2€st:| — %
S s 0 5
Example 90 Calcular L{e~ %}
Sea f(t) = e*, entonces
£{€74t} _ foooefsteletdt — ‘ﬁ)ooef(s%»él)tdt
S 4 I
s+4 0o s+4’
Example 91 Calcular £{sin 2t}
Sea f(t) = sin2t, entonces integrando por partes
u = sin 2t, du = 2 cos 2tdt
dv = e 5tdt, v = 7%67“
. 0 st . sin2t __,
L{sin2t} = [Te *sin2tdt = |- e - (= S¢ )(2 cos 2tdt)dt

sin 2t < 2 2
= |- e S 4+ = e cos2tdt = = [ e cos 2tdt
S 0 570 570
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integrando por partes nuevamente
u = cos 2t, du = —2sin 2tdt

dv=e*tdt, v=—1le "t
[ e cos 2tdt = o 2t678t — [ (—=e")(—2sin 2tdt)dt
0 N s 0 1756
12 e 1
= —-—== s 2tdt = — — ,C 2t
s Ghoe sin {sin 2t}
por lo que
2.1 2
L{sin2t} = f(f - fﬁ{sm 2t}) = = — —E{sm 2t}
s
despejando L{sin 2t}
L{sin2t} = —2— 550
in2t} = ——
s 251 °

Resumen de Transformadas de Laplace

i)
i)
iii)
iv)
v)
vi)
vii)
viii)
ix)
x)
xi)

xii)

£{1} =1
L{t"} = 47, neN
L{e} = 15

L{sinkt} = £
L{coskt} = 52~
L{sinhkt} = Z*
L{coshkt} = "4

E{t"eat = W, n €N

£{eaf Slnbt} = G a) G=a)2 b2

E{eat COS bt} = (Sa_w
E{eat sinh bt} = m

L{e® coshbt} = =584

Example 92 Calcular £{2e*" — 6sin 2t}
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Empleando el hecho de que la tranformacion de Laplace es una operacion lineal,

tenemos

2
L{2e™ % — 6sin2t} = 2L{e "} — 6L{sin2t} = -

Example 93 Calcular L{t?e3 + (t +1)3}

L{t?e*} + L{3t + 3t +1* + 1}

= (S_Q?I)QH +3L{t} +3L{2} + L{3} + L£{1}

- 2 g g2 3!
- (5—3)3 + gl+1 + §2+1 + g3+1

2 3.6 6 1
(s—3)3 2 3 st s

+ L£{1}

12

+4 244

Tarea 13. Obtener la transformada de Laplace £{f(¢)} para cada funcién f(t)

1. f(t) =ett7

2. f(t) =e 25

3. f(t) =tett

4. f(t) =23

5. f(t) =e tsint

6. f(t) = e cost

7o) = (4 1)°

8. f(t) = (1+¢*)?

9. f(t) =4t* — 5sin3t
10. f(t) = €' sinh 2t
11. f(t) = t(e! + e*)?
12, f(t) = copt

6.1 Transformada inversa de Laplace

Sea F(s) = L{f(t)} la transformada de Laplace. La transformada inversa se

define
f(t) = L7HE(s)}
Example 94
Transformada | Transformada inversa
EES 1=
=% =L %)
c{ef?m} — ﬁ% e~ 3t — £71{s}»3
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Algunas transformadas inversas

L 1=C711}

2. t" =LY 2 n=1,2,3,...

3. e =L L)

4. sinkt = E_I{SHLW}

5. coskt = L7 {22z}

6. sinhkt = L7 {55}

7. coshkt = L7551
Example 95 Fvaluar

b= 144 _ t!

4!

a) L7} = L0
b) £} = 5L st} = Jrsin VT

C) E_l{;%iZG = _2£_1{85i4}+6£_1{85£r4} = _2[’_1{55<SF22 }+g£_1{85<2k22} =

—2cos 2t + 3sin 2t

Example 96 Fuvaluar E‘l{%}.

Empleando fracciones parciales

16 25 1

52 +654+9 n n
5(s—1) 6(s—2) 30(s+4)

(s—=1)(s—2)(s+4)

ol b= Y- }

16,y 1 025,01 1y ]
- 5£ {571}+6£ {572“305 {s+4}
16, 025, 1y
= T30t EY Tyt

L1 es una transformacién lineal
L7HaF(s) + BG(s)} = aL™{F(s)} + BL G (s)}

Sea f'(t) = %. La transformada de Laplace de f'(t) resulta

Cif W)} = Zoe—st F(t)dt = Z‘Oe—st‘j;dt - Z‘Oe—stdf

integrando por partes

LUFW} = e fOIF +s[e " f(t)dt
= —f(0)+s[e " f(t)dt = —f(0) +sL{f(1)}
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de o df’

La transformada de Laplace de f”(t) = S = % resulta
" 7 —st ¢l i —st df/ i —st jp/
LT W) = [e ™ f (W)t = [em*" —-dt = [e™*'df
0 0 0

integrando por partes

LW} = e QI +s[e ()t
= —f(0) +sL{f'(t) = —f'(0) + s(—f(0) + sL{f (1) })

= S“L{f(t)} — sf(0) — f'(0)
En general puede demostrarse que
L{FO(0)} = s"L{f ()} =" f(0) = s"2f/(0) — -+ = fF7D(0)

6.2 Transformada de Laplace en la solucién de ecuaciones
diferenciales con coeficientes constantes

Example 97 Resolver la ecuacion diferencial y' + 3y = 13sin2t, y(0) =6

Solucion:

Tomando la transformada en ambos lados de la ecuacion

L{y +3y} = L{13sin2t}
L{y'}+3L{y} = 13L{sin2t}

como L{y'} = —y(0) + sL{y}, y L{sin2t} = ﬁ, tenemos

6+ sL{y} +3L{y} = 13(5—)

s2+4
Despejando L{y}
6 26 6 2 6 — 2s
L = =
v} s+3+(52+4)(5+3) s+3+5+3+52+4
_ 8 n 6 2s
543 244 s2+4
aplicando la transformada inversa L1
8 6 25
L = -
(i) (st oy~ oy
1 1 ]
= 8L — V46— -2 "
Y et b S 2 el
6 2
_ -3t -1
= 8¢ +§£ {82+22}—2C082t

8¢ 3 + 3sin 2t — 2cos 2
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Example 98 Resolver la ecuacion diferencial y” — 3y + 2y = e~ y(0) =
1, ¥y (0)=5

Solucion:

Tomando la transformada en ambos lados de la ecuacion

Ly’ -3y +2y} = L{e*}

1
Ly} = sy(0) =y (0) = 3(=y(0) + sL{y}) +2L{y} = —
aplicando las condiciones de frontera
1
s2L{y} —s(1) =5 —3(=1+sL{y}) +2L{y} =
s+4
2L} — 5543 3sL{y} + 2Ly} = 5%4
Despejando L{y}
1 s 2
E =
v G442 —3512) T s2—8s12 3512
_ % 161
 6(s—2) 5(s—1) 30(s+4)
aplicando la transformada inversa L1
25 16 1
-1 _ -1 _
Loyl = £ {6(3—2) 5(s—1) * 30(s+4)}
25, 16, 1
Yy = 6 e 5 e + 306

Tarea 14. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con coeficientes con-
stantes por el método de la Transformada de Laplace

1.y’ —y — 2y =18e"'sin3z; y(0) =0, ' (0) =3

2. ¥+ 2y +y=te”; y(0)=1, ¥ (0) =0

3.y + Ty + 10y = 4te=3%; y(0) =0, ¢'(0) = —1
4.y =8y + 15y = 9te™; y(0) =5, y'(0) = 10

5. y" —y — 2y = 18e tsin3t; y(0) =0, y/(0) =3
6. y' —y =etcost; y(0) =0, y'(0)=0

Ty +4y +6y=1+e"" y(0) =0, y'(0) =0
8.y =2y +5y =1+t y(0)=0, y'(0) =4
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FIN DEL CURSO
Autor M. en C. Omar Humberto Cruz Silva.
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